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Priklad 23. ze zadavacich listi

Zadani:
Dokazte, ze &islo 101'” +103'"" je délitelné &islem 51.

Dukaz:

Mame dokazat, Ze zbytek souctu 101'” +103'" po déleni &islem 51 je 0, proto pouzijeme
kongruence podle modulu 51.

101=—1(mod51) 103 =1(mod51)
101 = —1' = —1 (mod51) 103" =1"" =1 (mod51)
101" +103"" =—1+1=0(mod51)

r . O )4 1
Tim je dikaz ukoncen .

Pouzité véty:
V1: Kongruence podle téhoz modulu miizeme scitat.

V2:0bé strany kongruence je mozné umocnit na totéz prirozené cislo.

Dukaz V2: Je-li a = b(mod m), dokazeme indukci vzhledem k ptirozenému Cislu 7, ze
a" =b" (modm). Pro n =1 neni co dokazovat. Plati-li a" = b" (mod m) pro n¢jaké pevné
zvolené n, vynasobenim této kongruence a kongruence a = b(mod m) dostavame

a"-a=b"-b(modm), tedy a""' = b""' (modm), coz je tvrzeni pro n+1.
Diikaz indukei je hotov.

! zakladni vlastnosti kongruenci



Priklad 53. ze zadavacich listi
Zadani:
Najdéete nejmensi celé Cislo, které se rovna (a) jedné poloviné druhé mocniny a zarovei jedné
tieting tfeti mocniny, (b) jedné poloviné druhé mocniny, jedné tieting tieti mocniny a zaroven
jedné pétin€ paté mocniny, (c) jedné poloviné druhé mocniny, jedné tretiné tfeti mocniny,
jedné pétin€ paté mocniny a zarovein jedné sedminé sedmé mocniny.

Vypracovani:
Ad a)
Cislo které hleddme méa vyhovovat vztahu:
2 3
r o xel”,
2 3
po uprave:
3x* =2x°

x2(3—2x)=0 (1)

Rovnice (1) ma v oboru celych ¢isel praveé jedno feSeni — x =0, a to je i jedinym feSenim
ukolu (b) a ().

PRO HODNOCENI VYBORNE JE TREBA CHAPAT PRIKLAD V JINNYCH
SOUVISLOSTECH !!!

ULOHU JSEM NEOPRAVOVAL



Prvni z tloh doporuéené literatury str. 91/189

Zadani:
Reste v celych ¢islech rovnici 2x+3y +5z =15.

Vypracovani:
D (2,3,5) =1 proto je rovnice Fesitelna’.
Osamostatnime neznamou s nejmensim koeficientem.
15-3y -5z
X = —y
2

x:7—y—22+l_yT_Z (1)

. . l-y-— o
Cisla x, y,z jsou celd, proto i vyraz % musi byt cely, abychom splnili podminku

zadani. Oznaéme si
1—

—Z

rowr

=t, t je celé Cislo.

b—AN\<

—y—z=2t (2)
Z (2) vyjadiime y
y=1-z-2t (3) ,
tedy po dosazeni (3) do (1) je x:
x=T7T-14z+2t-2z+t¢
x=6-z+3¢ (4)
(3), (4) dosadime do ptivodni rovnice v zadani
26-z+30)+3(1-z-21)+5z=15  (5)
12-2z+6t+3-3z-6t+5z=15
15=15
Za z a t muZeme dosadit ((5)) libovolnd, na sob& nezavisla, cela ¢isla. V téchto ptipadech
tikame, Ze feSeni ma dva ,,stupné volitelnosti*.
V tabulce uvadime nékolik feseni rovnice.

t 0 0 1 1 -2
z 0 1 0 1 2
X 6 5 9 8 -2
y 1 0 -1 -2 3

Rovnice ma nekoneéné mnoho feseni.

2 U.S.Davydov, S.Zndam: Teéria éisel. SPN Bratislava 1966

3 plyne z dusledku véty: Nutnou podminkou resitelnosti rovnice Ax+By=C v celych cislech je (A,B)\C, tj. nejvétsi
spolecny deélitel cisel A a B musi byt delitelem cisla C. (U.S.Davydov, S.Znam: Teoria cisel. SPN Bratislava 1966
str.39)

* U.S.Davydov, S.Zndm: Teéria cisel. SPN Bratislava 1966 str.44, druhy odstavec.



Druhi z tiloh doporuéené literatury str. 91/191°

Zadani:
Reste v celych ¢islech rovnici 8x+ 7y +5z=79.

Vypracovani:
D (5,7,8) =1 proto je rovnice Fesitelna’.
Osamostatnéme neznamou s nejmensim koeficientem.

L 79 -8x—-Ty
5
Z:15—x—y+# (1)
o : . co. o 4-3x-2y e , - y
Cisla x, y,z jsou celd, proto i vyraz — musi byt cely (podminka zadani). Oznaéme
si
4-3x-2y

=t, t je celé ¢islo.

4-3x-2y=5t (2
Z (2) vyjadiime y

_4-3x-5t

=

b

y:2—x—2t—x;t (3)

t 1 L e y
musi byt také cely, oznacme tedy

vyraz

X+t . vy
T:v, v je celé cislo,

2v=x+t (4)
z rovnice (4) vyjadfeme x, které dosadime do (3), abychom proménné x a y méli
vyjadieny pomoci ¢ a v.
x=2v—t (5)
y=2-2v+t-2t-v
y=2-3v-t (6)

Proménnymi ¢ a v vyjadieme i z dosazenim (5)(6) do (1).

z=15-2v+t-2+3v+t+t
z=13+v+3t  (7)

> U.S.Davydov, S.Znam: Teéria cisel. SPN Bratislava 1966

% plyne z diisledku véty: Nutnou podminkou fesitelnosti rovnice Ax+By=C v celych &islech je (4,B)\C, tj.
nejvétsi spolecny délitel ¢isel A a B musi byt délitelem &isla C. (U.S.Davydov, S.Znam: Teoria cisel. SPN
Bratislava 1966 str.39)



Dosad’'me nakonec do ptivodni rovnice

8(2v—1)+7(2=3v—1)+5013+v+3t)="79
16v -8 +14—21v =7t + 65+ 5v +15¢ = 79
0=0

Rovnice ma, jako v pfedchozim piiklade, dva stupné volitelnosti a tedy nekone¢né mnoho
feSeni. V tabulce uvadime n€kolik feSeni rovnice.

¢ 0 0 0 1 1 2 -1
v 0 1 2 1 2 3 2
X 0 2 4 1 3 4 5
Y 2 -1 -4 -2 -5 -9 -3
z 13 14 15 17 18 22 12




T¥eti z iloh doporudené literatury str. 96/235
Zadani:

Najdéte cela &isla x, pro ktera je vyraz x> —14x —256 &tvercem.

Vypracovani:
Mame zjistit, pro kterd x je vyraz x> —14x —256 roven mocniné celého ¢&isla. Rovnici
Zapsano
x* —14x-256=1y"
po upravé
x* —14x-256-y° =0.
Resime tedy kvadratickou rovnici, jejiz kofeny maji byt z mnoziny celych &isel. Vypoéitejme
koteny kvadratické rovnice:
X —14x—(256+y*)=0 (1)

144196+ 4-(256 + y* 2 :
e R [

ma-li platit x,, € Z, pak nutné vyraz /305 + y* musi byt celo¢iselny. Proto se snazme najit
¢islo y takové, které vyhovuje podmince. K tomuto ucelu zaved'me proménnou z , pro niz
plati:

305+ y> =27 zeZ (2),
a tedy
2 2
z" -y~ =305

(z—y)(z+y): 305
Soucinem hodnot vyrazii v zavorkach, (z — y)(z + y) , mohou byt pravé jen délitelé &isla 305°,

()
z-y=lnz+y=305=z>=305+304y—y>  (4)
z+y=5/\z—y=61:>22=305—56y—y2 (5) .
z—y=5Az+y=61=2"=305+56y-y>  (6)

Piipady kdy se vyrazy rovnaji {~1,-5,-61,-305} vedou ke stejnjm zévéram'".

tj. {1,5,61,305}9. Mohou tedy nastat ¢tyii ptipady, zapiSme je:
z+y=1Az—y=305=z> =305-304y — »*

V dal$im kroku jiz mizeme bezpecné urcit hodnoty €isla y z rovnic (2 — 5):

305+ y,," =305+304y, — v, 305+ y,,” =305+56y,, — y;,
2)’122 = 1304y, 2y342 =156y,
Y, = %152 Yy =28

7 U.S.Davydov, S.Znam: Teéria cisel. SPN Bratislava 1966
¥ plyne z podminky feseni v oboru celych ¢&isel

? prvociselny rozklad - 305 = 5. 61

' hutno zminit pro hodnoceni vyborné (oprava 11.4.2001)



Poslednim krokem vypoctu je zpétné dosazeni prave zjisténych hodnot do rovnice (1):
X, =7+4305+1522 =7+153 = x, =160, x, = —146
Xy, =7%24305+28% =7+33 = x, =40, x, =-26

Vyraz x> —14x—256 je Gtvercem pro x € {—146,-26,40,160}.



Ctvrta z tloh doporuéené literatury str. 98/257"
Zadani:

Najdéte n&kolik celoiselnych feseni rovnice x> —3y* =1, kdyZ zname feSeni x =2, y =1.

Vypracovani:

Je zadana ,,Pellova rovnice®, tj. rovnice tvaru x> —Dy* =1 (1). V nasem p¥ipad& neni D

: 7 w7 ’ ’ o w ¥ v 12 ’
druhou mocninou celého ¢isla, a proto ma rovnice nekone¢né mnoho feseni °. Pro nalezeni
dalsich feSeni rovnice budeme tedy postupovat tradi¢nim zptisobem.

Nejprve rozlozime kvadraticky dvojclen:

x* =3y’ =1

(x—\/gyXer\/gy):l

a poté pouzijeme bud’ vétu: Necht’ (xo Yo ) je FeSenim rovnice x* — Dy* =1, potom je feSenim
i dvojice (x, y), kterou dostaneme z rovnice

x+\/5y:(xo+\/§yo)k:

kde k je libovolné celé cislo.
(2+1\/§)2 =7+443 =>x=7y =4

R+133) 2264153 =x, =26, y, =15
R+1V3) =97+56V3 = x, =97, y, =56

nebo vétu: Kdyz (x1 V) ), (x2 Vs ) jsou dveé FeSeni rovnice, potom je reSenim i (x, y), kde
X=X +Dyy,, y=yx,+x),.

~

X, =2-7+3-1-4=26
napf .

Syl =1-7+2-4=15

Obdobné¢ bychom ziskali dalsi feSeni. JelikoZ jsou proménné v rovnici umocnény na sudy
exponent, zalei na znaménku'”.

Nekolik feseni: (x,y)e {(1,2),(-1,2),(1,-2). (- 1,-2),(4,7). (- 4,7).(4,-7), (- 4,-7).} "

t U.S.Davydov, S.Znam: Teoria cisel. SPN Bratislava 1966

12 yéta: Kdyz D neni druhou mocninou celého &isla, pak ma rovnice (1) nekoneéné mnoho feseni.
B 0sidili bychom se* o feSeni

'* K hodnoceni vyborné je nutno vypsat i jina feSeni, necham e Gtenafi. (oprava 11.4.2001)



Pita z tloh doporudené literatury str. 168/cvic. 1.2.(iv)"”
Zadani:
Dokazte, ze pro libovolné n € N plati:
64[37 +40n - 27

Vypracovani:
Dtikaz provedeme matematickou indukci.
Pro n, =1 vyraz zfejmé plati
3717 440-1-27 =256 = 64|37 +40-1-27
Chceme dokazat platnost indukce
64(3%7 + 40k - 27 = 64\ 3002 L 40(k+1)-27 keN
Ptedpokladejme nyni, Ze pro néjaké k € N plati
64]377 + 40k - 27,
tedy
3% 4+ 40k — 27 = 64a

3243 = 64q — 40k +27
Potom

3260 4 40(k +1)—-27 =37 + 40k +40-27 =37 .9 + 40k +13 = 64b
a po substituci
(64a — 40k +27)-9 + 40k +13 = 64b

576a — 320k + 256 = 64b
64(9a — 5k +4)= 64b

ODbé strany rovnosti jsou nasobkem 64, &¢imz je dokazano 64‘ 3" 4 40n-27.

DUKAZ JE PROVEDEN CHYBNE, OPRAVU PONECHAVAM NA CTENARI. (oprava
11.4.2001)

'S J Herman, R Kucera, J.Simsa: Metody Feseni matematickych iiloh I. SPN Praha 1990



Sesta z tiloh doporuéené literatury str. 390/cvi¢. 8.2.(iv)"®
Zadani:

Naleznéte trojciferné &islo n” takové, Ze souéin jeho &islic je n—1.

Vypracovani:
Hledame tedy cislo n pro které plati:
100a +10b+1c=n* nabc=n—1, 1<a<9Al<h,c<9
Cislo n® je trojciferné z &ehoZ plyne, Ze n je dvoumistné. Miize byt nejméné 10 a nejvyse
31. Mtzeme postupovat i tak, ze pracn¢ vypiSeme tabulku hodnot:

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n’ 121 144| 169 196 225 256| 289| 324 361| 400
abc 2 16 54 54 20 60 144 24 18 0

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
441 484 529 576| 625| 676| T29| 784| 841 900| 961
16 128 90| 210 60| 252 126 224 32 0 54

Tento zplisob feseni je pracny, ale piresveédc¢ivy. Hledané ¢islo je 361.

' J Herman, R.Kucera, J.Simsa: Metody FeSeni matematickych viloh I. SPN Praha 1990



“Uloha navic*
Zadani:

Najdéte posledni &islici ¢isla 4 = 4227

Vypracovani:
ReSeni I
Indukci dokazeme, Ze pro kazdé n e N konéi 4>"*' &islovkou 4. Pro n =0 to ziejmé plati.
Kdyz uz vime, ze 4> konéi &islovkou 4, tj. ze plati 4" = 4(mod10), tak lehko zjistime
42— 4201 16 = 4.6 = 4(mod10)
tedy i 42014 ongi &islovkou 4. Tim je dukaz indukci ukonceny. Podle pravé dokédzaného

{1234567}

tvrzeni, které pouZzijeme pro n = =617283, koncii A dislici 4.

Reseni I1
Dokazeme, ze 10|(A - 4). Protoze A4 je sudé, plati 2|(A - 4), a je tieba jest¢ dokazat
5 |(A —4). Pogitejme modulo 5
A-4=(-1)""" _4=-1-4=-5=0(mod5),
tedy skuteén& 5|(4—4). Proto 10|(4—4), a tedy 4 kongi &islovkou 4.

U tohoto piikladu z knihy 7. Korec: Ulohy o velkych cislach. UV matematické olympidady
Praha 1988, str. 58, uloha 5.1. mé nejvice zaujal dovétek, v némz se pravi ,,Tato uloha bola
taka lahkd, Ze ju citatel zaiste vedel vyriesit spamditi.* Po preteni feseni davam autorovi za
pravdu. Proto mne uloha zaujala, a pfivedla k zamysleni, u kterych dalSich zakladnich
¢islovek maji mocniny periodicky se ménici dvé cifry na misté jednotek (Odpovéd’:
konstantni zistavaji mocniny ¢isel 5,6,10,11 a po dvou se stiidaji u 4, 14).



“Uloha navic II*
Zadani:
Zjistéte na kolik nul konci Cislo 2001!.

Vypracovani:
Exponent prvocisla 5 v rozkladu ¢isla 2001! je

2001 120011 1 20007 2000\ 400 1 8041643 = 499,
5 25 || 125 |7 625

exponent prvocisla 2 je vétsi (naptiklad proto, ze [2 01} > 499). Proto 2001! je délitelné
gislem 10*°, ale ne 10, a proto konéi (v dekadickém zapise) 499 nulami.

Néamétem k této uloze mi byla uloha 8.3." v knize ,,O velkych &islech®. V této knize jsou
zajimavé, fekl bych nékdy az zabavné tlohy, jejichz feSeni jsou n€kdy ptekvapivé snadna.
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