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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Ijloha 1 [kvadraticka rovnice s koreny y_1=x_1"2+x 272,y _2=x_1"3+x_2"3]

Je déna kvadraticka rovnice x2 + px + q = 0 s kofeny x4, x,. Sestavte kvadratickou rovnici, kterd ma
kofeny y; = x% + x2, v, = x5 + x3.

Vypracovdni
Pro koFeny x;, x, kvadratické rovnice x? + px + q¢ = 0 plati Vietovy vzorce:

X1 +x,=—p
X1X2 = (

Na zakladé téchto vztahU si vyjadiime koreny y;, y, pomocip a q:

y1=xf +x5 = (21 + %)% — 2x3%0, = p*> — 2q
Vo =23 + x5 = (01 + x3)(xF — x93 + x5) = (1 + %) ((x1 + %)% — 3x1%,) =
= —p(p* - 3q) = 3pq - p*

a z takto vyjadrenych korenl sestavime hledanou rovnici:

G-y -y)=@-pr*+29)( +p*-3pg =
=y%+ (p* —p? —3pq + 2q)y — p> + 5p3q — 6pq*

Zavér
Hledana kvadraticka rovnice ma tvar:

y2+ (p® —p* —3pq +2q)y — p° + 5p3q — 6pg* =0
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 2 [x+y=4, (x"2+y"2)(x*3+y"3)=280]
Reste soustavu: x +y = 4, (x2 + y?)(x® + y*) = 280.
Vypracovdni

Upravy druhé rovnice volime tak, abychom ziskali vyraz obsahujici levou stranu prvni rovnice:

2+ YD) +y) = ((x+ ) =20 ((x + P2 —xy +y2)) =
= ((x +y)? = 2xy)(x + y)((x + y)* — 3xy) = 280

Nyni dosadime prvni rovnici do druhé:
(4% — 2xy)4(4% — 3xy) = 280

256 — 48xy — 32xy + 6x%y? = 70
3(xy)? —40xy +93 =0

31
(=) ey -3 =0
Uloha se nam tak rozdéluje do dvou pFipad(i:

a) x+y=4Axy— % = 0: Soustava vede ke kvadratické rovnici 3x? — 12x + 31 = 0, ktera

6+iV57
3
b) x +y =4 Axy— 3 = 0: Soustava vede ke kvadratické rovnici x? — 4x + 3 = 0, tj.

(x —1)(x—3) =0, tedy x3, € {1,3}.

ma zaporny diskriminant, a proto je feSeni z oboru komplexnich ¢isel x;, =

Zavér
Zadana soustava ma Ctyfri reseni:

x,y] € {[1,3], 3.1, [6

—i\/§6+i\/§] [6+i\/§6—i\/§]}
3 ' 3 ’ 3 ' 3
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 3 [x+y+z=3,x"3+y"3+z"3=27]

Reste soustavu: x + y +z =3, x3 + y3 + z3 = 27
Vypracovdni

Moznym klicem k Feseni je rozklad tfeti mocniny trojclenu:

(x+y+2)°=x3+y3+23+3x%y + 3x%z + 3y%x + 3y2z + 3z%x + 3z%y + 6xyz =
=x3+y3+ 23 +3(x%y +x%z+xyz + xz% + xy? + xyz + y?z + yz?) =

=x3+y + 22 +3(x(xy +xz+yz +2°) + y(xy + xz + yz + z°%)) =
=x3+y3+234+3(x+y)(xy+xz+yz+2%) =

=x3+y*+ 22 +3(x+y)(x(y+2) +z(y +2)) =
=x3+y3+23+3(x+y)(x+2)(y +2)

ktery uZijeme pro dosazeni prvni rovnice do druhé

B+y3+z23=(+y+23-3(x+y)(x+2)(y+2) =27

33 0
¢imz se nam Uloha rozdéli do tfech vétvi:
x+y+z=3 ,x+y+z=3_,x+y+z=3
_aV \ _
x+y=0 x+z=0 y+z=0

Vyresit staci jednu z nich a u ostatnich provést cyklickou zaménu:

x+y+z=3

x+y=0 o y:_x}z=3,x=t,y=—t

Zavér
Redenim jsou trojice:

[x,y,z] € {[3,t,—t],[t,3,—t], [t,—t, 3], t € R}
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 4 [3x*2+15x+2+/(x*2+5x+1)=2]

Reite rovnici pomoci vhodné substituce: 3x2 + 15x + 2Vx2 + 5x + 1 = 2

Vypracovdni

Rovnici upravime na tvar

3(x2+5x+1)+2/x2 +5x+1-5=0

Tim dostaneme v zavorce i pod odmocninou stejny kvadraticky trojclen. PoloZzime-li nyni substituci
STy

je x2 + 5x + 1 = y? a posledni rovnice o nezndmé x prejde na tuto rovnici o nezndmé y:
3y24+2y—-5=0

. . . . 5 S . Y " o ,
To je kvadraticka rovnice s kofeny y; =1, y, = -3 Pomoci nasi substituce prejdeme opét k plvodni

neznadmé. Mame dva pfipady:

a) Vx?+ 5x + 1 = 1. Umocnénim obou stran této rovnice na druhou dostaneme
x2+5x+1=1
tj. ryze kvadratickou rovnici

x> +5x=0
s kofeny x; = 0, x, = =5.
5 vy e wa vy
b) Vx2+5x+1= 3 V tomto pfipadé neexistuje zadné redlné x, pro néz by se tato
odmocnina rovnala zapornému cislu.
Zavér
Zkouskou se presvédcéime, Ze nalezena ¢isla x; = 0, x, = —5 jsou kotfeny dané rovnice.
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 5 [x+y+2z=0, x*2+y"2-z/2=20, x"4+y"4-2"4=560]

Reste soustavu: x + y +z = 0, x2 + y? — z2 = 20, x* + y* — z* = 560.
Vypracovdni

Z prvni rovnice vyjadfime z = —(x + y) a dosadime do druhé rovnice:

x2+y%2 —(x?+2xy +y?) =20
xy =—10

Obdobné za z dosadime do tfeti rovnice:

x*+y*— (x +y)* =560
x*+y* =560+ x* + 4x3y + 6 (xy)? + 4xy3 + y*
———
100
—4x3y — 4xy3 = 1160
—4xy (x? + y?) = 1160
——

40
x2+y2=29

Doplnime na ¢tverec

x% +2xy +y? =29 + 2xy

z? rf(;
z2=9

a ziskavdme hodnoty z; = =3, 2z, =3
Pro z; = —3, feSime soustavu x; + y; = 3, x;y; = —10, kterd vede ke kvadratické rovnici
x% — 3x; — 10 = 0, majici koFeny x;, = 5,x;, = —2 a k nim odpovidajici hodnoty y jsou
Yia = —2,Y1p = 5.
Pro z, = 3, feSime soustavu x, + y, = 3, x,y, = —10, kterd vede ke kvadratické rovnici
x5 + 3x, — 10 = 0, majici kofeny x,, = =5, X, = 2 a k nim odpovidajici hodnoty y jsou

Y2a = 2,¥2p = —5.
Zavér
Soustava ma cCtyfi reSent:

[x,y,z] € {[-52,3],[-2,5,-3],[2,-5,3],[5,—2,-3]}
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy
Uloha 6 [V((2x+1)/(x-1))-2V/((x-1)/(2x+1))=1]

5 v . . . 2x+1 x—1
Reste pomoci vhodné substituce: -2 =1
x—1 2x+1

Vypracovdni

Nejprve ur¢ime mnoZzinu hodnot, pro které ma vyraz smysl.

x 210X # —%D((x—1>OD2x+1> 0)0(x-1<002x+1<0)) xD(—oo;——jD(L‘oo)

2x+ 1 2 x—1 —1
x—1 2x+1

V rovnici

- - 2x+1 , (i . L -
substituujeme napriklad ;: = t, a tim se ndm zdapis puvodni rovnice zjednodusi do tvaru:
2
t——=1
t
t?2—t—-2=0

t+D(t—-2)=0

Po zpétné substituci

Zx+1+1 2x+1
x—1 x—1

, . Ly . . .,2x+1 Ly
Vyraz v prvni zavorce je vzdy kladny, proto kofen rovnice 1 2 = 0 je jedinym resSenim:

2x+1
—-2=0
x—1

2x+1_

x—1
2x+1=4x—4
2x =5

5
*=3

Zavér

. 2x+1 x—1 Sy v, 5
Rovnice |— —2 =1 marteSenix ==
x—-1 2x+1 2
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

l’HOha 7 [x_1+x_2+x_3=6, x_2+x_3+x_4=9, X_3+X_4+x_5=3, Xx_4+x_5+x_6=-3..]
§e§te soustavu rovnic:

x1+xZ+X3=6
x2 +X3+X4=9
X3+x4+x5=3

X4+ X5+ x5 =—3
X5+ Xg +x7 =—9
X + X7 +xg =—6
X, +x;+xg=-2

x2 + x2 + x8 = 2
Vypracovdni

Rovnice soustavy jsou zfejmé linedrné nezavislé a determinant matice kterou tvofi, je rzny od nuly.
Soustava ma tedy pravé jedno feseni. VyreSime ji pomoci vhodné zvolenych, na soustavé linedrné
zavislych rovnic.

Nejprve uréime soucet vSech rovnic:

31 +xy+x3+x4+x5+x5+x,+x53)=6+94+3-3-9-2+2
X1+ Xy +X3+X4+ X5+ X5 +%x7,+x3=0

a potom soucet prvni, ¢tvrté a sedmé rovnice:
2X1 + Xy + X3+ x4+ X5+ X6+ X7+ x5 =1
Odectenim téchto souétovych rovnic uré¢ime hodnotu nezndmé x;

ZX1+XZ+"'+.X8_(X1+X2+"'+x8)=1_0
X1=1

Obdobné vypoéteme hodnotu nezndmé x, pomoci souctu druhé, paté a osmé rovnice zadané
soustavy:

x1+2x2+'“+x8—(x1+x2+'-'+x8)=2—0
x2=2

Ostatni nezname dopocteme postupnym dosazenim do prvnich Sesti rovnic soustavy a kontrolou
spravnosti dosazenim do poslednich dvou.

Zavér

(%1, %5, X3, X4, X5, X6, X7, xg) = (1,2,3,4,—4,—3,-2,—1)
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 8 [x(a+4)+a(x+2)=2]
Reste v oboru celych &isel x rovnici
x(a+4)+alx+2)=2
kde a je celé Cislo.
Vypracovdni
Nejprve si rovnici upravime

x(a+4)+alx+2)=2
ax+4x+ax+2a=2
4x + 2ax =2 — 2a
2x+ax=1—a

1—a
X =
2+a
Upravou jsme omezili obor parametru a, a € Z — {—2}. Pro a = —2 zadand rovnice nema fe$eni o

¢emz se presvédcime dosazenim

x(—2+4)—-2(x+2)=2

2x —2x=6
Ox =6
Ma-li byt x celé, musi byt celoliselny i vyraz _
Upravou
l-a a-1 a+2-3 + 3
2+a a+2 a+2 a+?2

zjistime, Ze podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz je celociselny vyraz

+2
Tomu vyhovuji a € {-5,-3,—1,1}.
Zavér

Rovnice x(a + 4) + a(x + 2) = 2 ma tedy v oboru celych Cisel jen Ctyfi feSeni zévisla na
parametru a. Pfehledné je zapiSeme do tabulky:

a|l-5|-3|-1]|1
x|-2|-412 |0
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Uloha 9 [(ax-6)/(ax+6a)=1/a]

ax—6
ax+6a

. o b - 1 . s
Reste v oboru redlnych Cisel x rovnici = kde a je redlné Cislo.

Vypracovdni

Za podminek, Ze a # 0,x # —6 mUZeme rovnici upravovat

ax — 6 1

ax+6a a
a’x — 6a = ax + 6a
x(a? —a) = 12a

12a 12
a(a—1)=a—1

Timto vyjadrenim x jsme vyloucili pfipad kdy a = 1. Tuto hodnotu parametru a vySetfime dosazenim

do puvodniho tvaru rovnice:

x—6_

x+6

xX—6=x+6
Ox =12

Posledni rovnost nema v mnoziné realnych cisel reseni.
Zbyva prosetfit pro ktera a neni splnéna podminka x # —6:

12 _ ¢
a—1
a=-1

Hodnotu parametru a = —1 opét vysetfime dosazenim do plvodni rovnice:

—x—6 _ 1
—x+6(-1) -1
1=-1

Coz neplati a rovnice pro tuto hodnotu parametru nemd rfeseni.
Zavér

ax—6
ax+6a

. 1 p . . R
Rovnice = Z ma v zavislosti na parametru a tato reseni:

— Proa = 0vyrazv rovnici nedava smysl|
— Proa € {—1,1} rovnice nema feSeni

Y ;L oy, 12
— Provsechnaostatnia, tj. a € R — {—1,0,1} je fe$enim x = —
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Ijloha 1.0 [slovni uloha s celymi ¢isly]

Chodec vyiel ve 4 hodiny rano primérnou rychlosti 5 km.h™ a po kazdych ¢tyrech kilometrech
odpociva. Kazda prestavka trva 10 minut, kromé ctvrté, ktera trva hodinu. Urcete, jakou vzdalenost
usel, jestlize do cile své cesty prisel v poledne téhoz dne.

Vypracovdni

Ulohu Ize pomérné jednoduse vyresit tak, Ze na €asovou osu s vyzna¢enymi hodinovymi Gdaji
postupné zakreslime jednotlivé zastavky. Pro zajimavost ji vSak vyfeSime rovnici.

Oznaéme X vzdalenost (v kilometrech), kterou chodec celkem usel; plati potom:

Y Lo 1 X
— pocet zastavek je [:‘J

X 1
— celkovéa doba trvani vech zastavek v hodinach je ([Z} —1}— +1

6

X X 1
— C(ista doba chlze v hodinach je jednak g , jednak 8— [qz} _1JE +l]

Dostavame tak rovnici 8—1 X +5|= 5, kterou upravime na tvar X2 —% +43.
6\ 4 5 4 5

Vyresime tuto rovnici. Podle definice celé ¢asti redlného Cisla musi platit:

6X _ 215-6X X _ 215-6x _ x _215-6X
43-—=——[Z10-= (—< +1
5 5 4 5 4 5
N . P 860 880 . "
Zjistime, Ze obéma nerovnicim vyhovuji pravé vsechna x [ E'E . Jde nyni o to urcit v tomto
. . y v w, 210=6x , o
intervalu vSechna ¢isla X, pro néz je Cislo T celé. Z této podminky, kterou zapiSeme ve tvaru
215-6X
ﬁ = k, kOZ ,

dostavame

= 215-5k _ 6235-14%
6 174

5160 —528()) jediné pro k =7, odkud je

Odtud je vidét, Ze Cislo X je zintervalu ,
174 174

X= 215-35 = 30. Mame tak vysledek:

Chodec usel 30km.
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Metody reseni uloh - Rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Zkouska

30

{Z} =7 chodec mél tedy sedm prestavek. Bylo-li jich $est desetiminutovych a jedna hodinova,

odpoéival dohromady dvé hodiny. Sel-li primérnou rychlosti 5 km.h™, pak 30 kilometr zdolal za $est
hodin. Soucet doby prestavek a chlize je stejny s ¢asem, ktery stravil na cestach.

QED
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