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Prvni priklad ze zadavacich listu

Zadani:
Sestrojte trojuhelnik 4BC, pokud je ddno: b—a, r (polomér kruznice opsané),
o (polomér kruznice vepsané).

Vypracovani:
Nacrtnéme si trojuhelnik 4BC a ozname body, kruZznice a osu tsecky 4B tak,

jak je na obrazku’:
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Rozbor:
Pro velikost usecky EC' plati |EC|= ‘b;a , nebot’
|4B|=c |AD|=|4E|=d |4B|=d+f
|BC|=a |CD|=|CF|=¢ [BC|=e+f
|AC|=b |BE|=|BF|=f |AC|=d+e
2d +2e+2f =a+b+c
2d=a+b+c-2e+f)
g2 +b+c 4
2
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! Strana 14/ piiklad 12
2 obr. 1 — 4,B,C vrcholy trojihelnika; C* stied strany 4B; o osa strany AB; S (S°) stied kruZnice opsané

(vepsané); k (1) kruznice opsana (vepsand); D, E, F dotykové body kruznice vepsané a trojuhelniku ABC.



V prvnim kroku konstrukce proto narysujeme tsecku EC' a v krajnich bodech
kolmice k ni. Na t&chto kolmicich lezi stiedy kruznic’. Kolmici vedené bodem
E naleZi stied S kruznice vepsané, kolmici® bodem €' stied S' kruznice opsané.

Najit stfed kruznice vepsané tedy neni problém, k urceni stfedu kruznice opsané
uzijeme vztah

ST =(r=p) - 0%,

|SS'| qurir—Zpi.

Stiedy kruznice opsané jsou v prisecicich kruznice s polomérem |SS| a stfedem

po Upraveé

v bodé€ S, s osu o. Na poctu téchto prusecikli zavisi pocet feseni.
Bud’ mohou byt

- dVé(qlrir—2pi>b;a)
- jedno (Jrir—zp):b;a)
- z4dné (Jr(r=2p) <229,

2

Postup konstrukce stiedi kruznic:’

1. EC|EC|=[2=¢

2. p,ECep

3. m;(m L p)A(E em)
4. 0;(0 L p)r(C'eo)
5.8, (Sem)/\QSE|:p)
6. 1(S;p)
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obr.2

> Opsané a vepsané.
4 ;o
Osa usecky 4B.
> Dvé& velka pismena v zdpisu oznacuji isecku (napi. AB je oznadeni isecky AB.)



7. h(E;r)
8. H;(Hehmm)/\(H;tE)
9. t;Thadletova kruznice nad HS

10.M; M etnl
11. 7 (s;|HM])
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Postup konstrukce trojuhelnika

navazuje na konstrukci sttedli a zavisejici na podminkéch v rozboru:
13.k(S";7)

14. 4,B;(Aeknp)a(Bekn p)a(4#B)

15.¢,;Thaletova kruznice nad SB

16.G;(Get, nI)A(G ¢ p)

17.q;GBegq

18.C;(Cegnk)a(C#B)

19. AABC



Konstrukce:

obr.4a



obr.4b



Druhy ptiklad ze zadavacich listi®

Zadani:
Konvexni ¢tyifthelnik mé obsah 1. Jakou nejmensi délku mize mit jeho nejvétsi
uhlopficka.

Vypracovani:
Nakresleme si obrdzek, ozna¢me si vrcholy, tthlopticky a jimi sevieny thel.

UKE

A

V dalsim kroku opidme étyfuhelniku 4BCD rovnobéznik EFGH .

]

N7

Obsah opsaného rovnobézniku EFGH je dvakrat vétsi nez obsah
ctyfuhelniku ABCD. Pro obsah rovnobézniku EFGH tedy plati

SEFGH =2 SABCD

a soucasné podle vzorce
Sprey =uvsinw .

Upravou ziskame vztah po vypodet obsahu étyfuhelniku 4BCD

g _uvsinw
ABCD — *
2

(_’ Strana 15/ priklad 30
Opsany rovnobéznik EFGH ma strany rovnobézné s uhloptickami ¢tyfuhelniku ABCD.



Diskutujme nyni posledni vztah. Dosad’'me zadany obsah a rovnici upravme
oW sin @
)
2 =uvsinw

JelikoZ [sinw|<1, plati 2 <uv.

Proto nejvétsi uhlopticka bude mit nejmensi délku, je-li
(2 = uv)/\(u =v).

Nejvétsi tthlopticka miiZze mit nejmensi délku /2 . To nastava pravé tehdy, kdyz
jsou uhlopficky stejné dlouhé a tedy konvexnim ctyfuhelnikem je ctverec o
stran¢ délky 1.



Uloha z Rozhledi®

Zadani:
Jestlize je dana useCka 4B, najdéte bod C takovy, aby bod B byl stfedem
tise¢ky AC . (Zdvojnasobte danou usetku 4B.)’

Vypracovani:
Danou tiseckou 4B prochazi prave jedna piimka, oznaéme ji p . Zvolme bod X
tak, Ze X ¢ p.

r 4 r 4 o 10 Y
Timto zvolenym bodem X ved'me, pomoci dostupnych pomtcek ~, rovnobézku
k pfimce p, oznaCme ji ¢, a pfimku bodem A4, oznaéme ji m .

/x

S . ~ . I3 r W r w7’ "
Rozhledy matematicko-fyzikalni: ro¢nik 63, ¢islo 7, strana 329/U.3.
9 . o v v v ’ vy s
Ke konstrukei miizeme pouzivat pouze — tuzku, pravitko a rovnobéznitko.
1% viz predchozi poznamka



K ptimce m ved'me bodem B rovnobézku, m'. Prasecik ptimek ¢, m
oznaéme Y, tedy Yeqgnm'.

I [y

Sestrojili jsme rovnobéznik ABYX ', pro ktery ziejmé plati:

|4B| =|XY|

|4X|=|BY]|
V dalSim feSeni ptikladu pouZijeme vét o podobnosti trojuhelnikd.
Sestrojme ptimku »n prochazejici body X, B

a rovnobé&Zzku k ni, prochazejici bodem Y. Tuto rovnobézku ozna¢me »'.

' Téchto rovnob&znikd je nekonednd mnoho v zavislosti na X, oviem ke zvolenému X existuje pravé jeden.
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Trojuhelniky jsou shodné, nebot’

- ird,
proto 1
|4B| = |BC].
Bod C je tedy hledané a jediné FeSeni tlohy.
Postup konstrukce: 12
1. 4B
2. p;ABep
3. X;Xegp
4. ¢;(¢| p)A (X €q)
5. m;AX em
6. m'; (m'” m)/\ (Bem')
7.V, Yeqgnm'
8. nyBXen
9. n ( | ) (Y en')
10. C;Cepnn' \/x \/Y
q
A C p
m m' n 0

12 v r It O v s o v v . v r o v
Dvé velka pismena v zapisu oznacuji usecku (napi. 4B je oznaceni useCky AB.)



Nahradni uloha z Rozhleda®

Zadani:
Danou tsecku 4B rozdé€lte napiil.

Vypracovani:
Ke konstrukci miizeme pouzivat: tuzku, pravitko a rovnobé&znitko.
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Konstrukce tlohy je velmi jednoducha. Aby v§ak nedoslo k pochybeni o
puvodu autora FeSeni, uvadim konstrukci jinou!
Idea:
Stiedni pticka rovnobé&zniku prochazi prisecikem jeho thlopticek.
Konstrukee:
Body 4,B prochdzi jedina piimka, oznacme ji m a sestrojme k ni rovnobézku ».

A B

Bodem 4 ved’'me piimku o (o # m) a bodem B pfimku p rovnobé&zné
s pfimkou o . Ozna¢me priseCiky: Ce pnn, Deonn.

13 Rozhledy matematicko-fyzikalni: rocnik 63, ¢islo 7, strana 329/U0.1.
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Sestrojme uhlopticky vzniklého rovnobézniku ABCD a jejich prisecikem
ved'me rovnobézku ¢ s pfimkou o (potazmo s p). Pfimka ¢ protina GiseCku 4B

v hledaném bodé.
Konstrukce:

=
=
-

7,& /5 /N m
Postup konstrukce:
.m; ABem
R (n”m)/\(n;tm)
.0;(Aeo)/\(0;tm)
. D; (Bep)/\(p”o)
C;Cepnn
D;Deonn
u,; AC eu,
u,; BDeu,
.U Ueunu,
10. ¢: (U € q)nlq]p)
I1. S;8eqmm
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! r ¢eld
Uloha ,,navic*

Zadani:
Sestrojte trojahelnik, je-1i dano v_,z, a o, je délka osy uhlu .

Vypracovani:
Klicem k teSeni je bod H kruznice opsané, v némz se protinaji osa strany a osa
protilehlého thlu.

Dukaz:

Plyne z véty o obvodovém uhlu a shodnosti A4HS = AHBS (podle véty sss).

Postup konstrukce: 15

1. CE;|CE|=1,

2. 1; Thdletova kruznice nad CE
3. L(Cv,)

4. D;Del nl,

5. p;DEep

E D p

1%Hejny M., Stehlikova N.: Elementarni matematika I. Karolinum Praha 1995. Strana 75 / tloha 8.
'> Dvé& velkd pismena v zapisu oznacuji Gsecku (napf. AB je oznadeni usecky AB.)



Zs(C;Oc)
F;(Fel,np)r(F € DE)
0;CF €o

. m;(mJ_p)/\(Eep)
10.H;Heonm

© 0 N o

11. n; osa usecky HC
12.8;Sennm

13. k(S;[scl)

14. 4;Acknp
15.B;(Beknp)r(B# A)

16. A4BC



Konstrukce:
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Diskuse:
Je-li v, <o, <t,, ma Glloha jediné feSeni. Je-li v, =0, =¢, , ma Gloha nekone¢né
mnoho feSeni. Ve vSech ostatnich ptipadech feSeni neexistuje.

Proc tato uloha navic?
1. NasSel jsem ji ve vysokoskolskych skriptech.
2. ReSeni vychazi z vlastnosti kruznice opsané, jiz jsem si nebyl védom.



Piiklad z knihy'

Zadani:
Sestrojte trojuhelnik, jestlize jsou dané vSechny tii téznice ¢,,z,,t¢,.

Vypracovani:
Narysujme trojuhelnik 4BC.

F

.
Bod B posuneme v posunuti (4 — C) do bodu D abod C v posunuti
(B— C) do bodu F . Tak dostaneme trojuhelnik 4DF, ve kterém se kazda strana

rovna dvojnasobku pfislusné téznice trojuhelniku 4BC a je s ni rovnobézna.
Ptitom také kazda strana trojihelniku 4ABC tvofi dvé tietiny ptisluSné téznice

VoV ot v

7. W . L4 A4 W W r 2
Usecka 4D je thloptickou rovnobézniku 4ABDC a proto AE = ED = %
TéZnice ¢, a ¢, jsou stfedni ptiCky v trojuhelnicich BDF a 4BF , a proto
DF=2t, a AF =21,

Dale CE = %BC = %CF . EF je téznici trojuhelniku ADF a bod C, pro

a4

Diikaz
vyplyva z rozboru ulohy.
Diskuse FeSeni:
Konstrukce je mozna pravé tehdy, kdyZ existuje trojihelnik 4DF .

' Sofr, B.: Euklidovské geometrické konstrukce. Strana 51/ priklad 1.



Postup konstrukce:
AD; |4D| =21,

k,(D;2t,)
k,(4;2t,)
F;Fek Nk,
E;E=A—o—-D

C;(C e EF)A(FC|:|CE|=2:1)
17

B;B=5,(C)
AABC

XN NNk =

Konstrukce:

kZ

'7 Bod B je obraz bodu C ve stiedové soumérnosti se stiedem v bodé E.



Uloha na vybrany problém'®

Definice:
Necht existuji kruznice piipsané trojuhelniku 4BC a jejich dotykové body
N,,N,,N, postupn¢ s hranami 4B, BC,CA . Spojime-li vzdy tento dotykovy bod
s protilehlym vrcholem trojuhelniku, vSechny tfi pfimky se protnou v jediném
bodé trojuhelnika (N), ktery se nazyva Nagelav bod.
Zadani:
Najdéte polohu Nagelova bodu v pravouhlém trojahelniku 4BC, pokud jsou
dany délky jeho odvésen.

Vypracovani:

Rozbor:
Trojahelnik ABC narysujme podle véty sus . Konstrukce ptipsanych kruznic
zavisi na nalezenti jejich stred, které lezi v prisecicich os uhla ptilehlych
k hranam trojihelnika. Vzniklé tf1 dotykové body N,,N,, N, postupné spojme
s protilehlymi vrcholy C, 4, B. Prisecik téchto spojnic je hledany Nageltv bod.
Diskuse:
Negaltiv bod Ize najit pro kazdy trojuhelnik, nebot’ kazdy trojahelnik splituje
podminky definice.
Postup konstrukce:

1. AABC;|£4CB|=90",|BC|=a,|CA|=b
2. X; X e B4;|BA| < |BX|

Y;Y e CB;|CB| < |CY|

Z;Z e AC; |AC| <|AZ|

3. o,;0sauhlu CAX
0,; osa uhlu ABY
05; osa uhlu BCZ
4. k;k/(S;:]S, <> 4B|);S, €0, Mo,
ky: k,y(S,:]S, <> BC
kg ey (S3] S, <> CA|LS, € 05 Mo,
5. N,,N,,N, - dotykové body kruznic a hran
usecky N,C, N, A, N,B
7. N;Ne(N,CAN,AnN,B)

),Sz €0, Mo,

™

18 & x y . . ,
Svréek, J., Vanzura, J.: Geometrie trojuhelnika. Strana 41.



Konstrukce:




Nahradni uloha na vybrany problém - Lemointiv bod

Zadani:
Necht’ je dan libovolny trojihelnik MNO . Sestrojte trojuhelnik 4BC tak, aby

WV e v

Vypracovani:

Terminologie
Lemoinovym bodem nazyvame priiseCik symedian trojuhelnika. Symedianou
z vrcholu A4 trojuhelnika 4ABC nazveme piimku soumérné sdruzenou podle osy
hlu BAC s t&znici (ptimkou) z tohoto vrcholu."

Rozbor
Vyjdéme z véty: Bud’ L Lemoinuv bod trojuhelnika ABC a bud’ L'L"L"
upatnicovy trojuhelnik prislusny Lemoinovu bodu. Potom Lemoiniiv bod je
tezistem upatnicového trojuhelnika. Obracenim ptedpokladi a tvrzeni ziskame
navod k feSeni.

Postup konstrukce:
1. AMNO
2. t,t,,t;; teznice AMNO prislusejici vrcholiim po radé M ,N,O
3. a,b,c; kolmice k teznicim t,,t,,t, ve vrcholech M ,N,O
4

. AABC
Diskuse:
Uloha ma vzdy prave jedno feSeni.

Konstrukce:

B

X
C
a tl
0
3
2

C b N \n

Proc tato uloha?
Ulohu jsem si vybral proto, Ze popisuje dalsi dalezity bod trojuhelnika.

"Svréek, I.: Vybrané kapitoly z geometrie trojuhelnika
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