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Dikazy matematickych Vétﬂ

Axiomy
Axiomy jsou matematické vyroky, které jsou povazovany za pravdivé a
nedokazuji se.

Definice
Definice vyuziva zékladni pojmy (nebo pojmy diive zavedené) k ur€eni ndzvu a
charakteristickych vlastnosti nového pojmu.

Matematicka véta
Matematickd véta je pravdivy matematicky vyrok, ktery je odvozeny na zakladé
axiomi, definic a dfive dokdzanych v¢ét.

Diikaz piimy
Matematickou vétu ve tvaru implikace A0 B dokaZeme pomoci fetézce
implikaci. Je-1i A axiom nebo platna (dfive dokazana) véta, pak z platnosti
vSech implikaci A0 A,A O A,,...,A 0T B plyne platnost implikace AT B, tedy
1 vyroku B.

Diikaz neprimy
Pfi nepfimém dikazu nehradime vétu plivodni (A0 B) vétou obménénou
(B'O A"), kterda ma stejnou pravdivostni hodnotu.

Diikaz sporem

Diikaz sporem provadime ve tfech krocich:
1. Provedeme negaci A" ptivodniho vyroku A.
2. Vytvofime fetézec implikaci A' 0 B,,B, 0 B,,...,B., 0 B, kde vyrok B,
neplati — logicky spor.
3. Negovany vyrok A’ neplati, plati ptivodni vyrok A.

Dukaz matematickou indukci

Diikaz se pouZziva pro ovéfeni platnosti tvrzeni, ktera se tykaji vlastnosti
ptirozenych Cisel.
Postup pii1 dokazovani je rozdélen do dvou kroki:

1. Dokazeme, ze véta plati pro nejmensi ptirozené ¢islo n, z oboru
proménné (neni-li urceno jinak, dokazujeme vétu pro n, =1).

2. Predpokladame, ze véta plati pro libovolné pfirozené Cislo k>n, a
dokéazeme, ze plati 1 pro piirozené Cislo k +1. Tato Cast ditkazu se nazyva
induk¢ni krok.

Jestlize tedy véta plati pro prvni prvek dané mnoziny a pro kazdy prvek, ktery
nasleduje za libovolnym prvkem této mnozZiny, potom plati pro kazdy prvek
dané mnoziny ptirozenych Cisel.

Janourova, E. — Janura, M.: Matematika, privodce u¢ivem zakladni a stfedni §koly. Rubico, Olomouc 1999.
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Primy dukaz I |
Zadani:
Pfimym dikazem na zdkladé rozboru ovéite, Ze plati

V11++/10 <1++/11-4/10 .

Vypracovani:
Rozbor: Vyvodime dasledky z ptedpokladu, ze dany vyrok plati.

V114410 <1++/11-4/10 O 11++/10 <12+ 2/11-+10 -+10 O
0 2¢10-1<2y11-10 0 41-4410 < 4{11-10) 0

0 41<441 0<3
(ve vSech krocich jsou nezaporna ¢isla a byla zachovéna nerovnost)

Dukaz na zakladé rozboru:
0<30 41<440 41-4/10 <44-410 0 40-4/10 +1< 4{11-+10)0

0 2010 -1<2y11-+10 0 12++10 -1<12+2y/11-+/10 -10 O
0 11++/10 <1+ 2y11-4/10 +11-4/10 O y11++/10 <1++/11-4/10

Pti obraceném postupu musime provadét tpravy, které vedou od jednodussiho

vvvvvv

odmociiujeme (pokazdeé se ujistime, Ze zdklad mocniny je nezdporny). Nalezli
jsme vhodny zacatek fetézce — platny vyrok 0< 3 — a sestrojili jsme fetézec
implikaci, ktery kon¢i dokazovanym vyrokem. Dany vyrok je dokdzan pifimym
dikazem.

Anekdota :EI

Prednasku P.éeby§eva (1821 - 1894) v Parizi o matematické teorii
tvorby $atl navétivili nejen krejéi prednich parizskych zdvodu, ale i
zdstupci riznych Maisons de haute couture (médnich domt) a
vyznavadi médnich novinek. Ceby3ev zalal svoji predndsku slovy: .Pro
jednoduchost predpoklddejme, Ze lidské télo ma tvar koule." Zbytek
predndsky vsak jiz pronesl bez tohoto auditoria, hebot’ Sokovand
verejnost bez prodleni odesla.

? Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych tloh. SPN Praha 1990. Strana 49/2¢
! Beran, L. — Ondrackova, I.: Provérte si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.



P¥imy dikaz IT'|
Zadani:
Pfimym dikazem ovéite, Ze plati
cot20° JQ [ cos40° LIQ.

Vypracovani:
Klicem ke konstrukci pottebného fetézce implikaci je konstrukce vyrazu cos40®
pomoci ¢isla cot20°. Upravme obecny vzorec

V prvnim kroku umocnime
» X _ (1+cosx)’ _1+cosx

cot = ,
2 1-cos“x 1-cosx

a pak vyjadifeme cosx

cot? X _ 1+ cosx
2 1-cosx

cot? % [fL- cosx) =1+ cosx

X X
cot? > —1=cosx+cosx[tot®> =

cot? X -1
COSX =
cot? X +1
2
Diikazem dané¢ implikace je potom tento fetézec implikaci:
cot20° QO cot?20° 0Q O (cot? 20 ~10Q)Ocot? 20° +10Q) 0
cot? 20° -1

0Q O cos40° O
cot?20° +1 Q Q

Motto: L

G. N. Berman: ....matematik pracuje jako kazdy prirodovédec: vytvari
domnénky (hypotézy), provéruje je pomoci pozorovdni a svérazné
matematické zkusenosti, hledd analogie atp. Kdyz vak ziska vysledek
uhodnutim nebo ze zkusenosti, musi jej korektné dokdzat. Jinak vzdy
zUstdvd obava, Ze vysloveny vyrok miZe byt chybny."

* Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 49/1a
3 Beran, L. — Ondrackova, I.: Provérte si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.



P¥imy dikaz IT1Y

Zadani:
Pfimym dikazem ovéite, Ze plati
cos36° —cos72° =0,5.

Vypracovani:
Nebot’
1. cos2x=cos’ x-sin®x=1-2sin’ x=2co0s’ x-1
2. cos36° :%
4
je
c0s36 —cos72" = cos36° - (2cos2 36° —1) = 1+4\/§ -2 EHA?/E a +1=
_1++5 2(6+2\/§)+1_ 4+4/5-12-4/5+16 _8 _1
4 16 16 16 2
Primy diikaz IVEl
Zadani:

Najdéte ptimy dikaz véty
Ox, yOR" : X’y +xy* < x> +y>.

Vypracovani:
Rozbor:
Vyvodime diisledky z predpokladu, ze dany vyrok plati.
Ox,yOR" :x2y+xy2 <x’ +y3 O xy(x+y)s (x+y)(x2 —xy+y2),
protoZe vyraz x+y je kladny, mizeme jim vyd¢lit celou nerovnost
O xy<x>—xp+y* 0 0<x>—2xp+y> 0 Os(x—y)2

Diikaz na zakladé rozboru:
Ox,yOR :0<(x-yf O 0sx?-2xy+y? 0 xy< x? —xy+y? O
a xy(x+y)s(x+y)(x2—xy+y2)D X2y +xy? < x®+y?

Podali jsme dikaz dané véty, a to na zakladé rozboru, ktery nam ukazal zacatek
vhodného fetézce implikaci.

% Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feeni matematickych tuloh. SPN Praha 1990. Strana 49/1¢
7 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 50/3¢



Diikaz nepiimy I

Zadani:
Dokazte, ze neexistuje zddné nO N, pro které by platilo:
(n+1)+(n+2)>n+(n+3).

Vypracovani:

Rozbor:

Diikaz neexistence provedeéne timto zpiisobem:
Dokazeme, ze plati M O{}", coZ je ekvivalentnis M ={}.
1. dokdZeme vétu OxOU :xOM O xOW, tj. M OW

2. ukazeme, ze W={}, protoi M ={}

Reseni:
Zkoumanou mnozinou M je obor pravdivosti dané rovnice v mnozing
ptirozenych ¢isel N . Postupnymi tpravami této rovnice z ni odvodime jinou,
jejiz obor pravdivosti W umime urcit.
(n+2)+(n+2)> ni+(n +3)
nl (n +1)+ nl (n +1)(n + 2) > ni+nl (n +1)(n + 2)(n + 3)
(h+1)1+n+2)>1+(n+1)n+2)n+3)
(n+1)(n+3)>1+(n+1)n+2)(n+3)>(n+1)(n+2)(n+3)

0>n+2
Proto pro OnON: Je-li  (n+2)+(n+2)> ni+(n+3) ... nOM
U
pak 0>n+2 ... nOW

Dokazali jsme, Ze plati M OW . P¥itom W ={}, protoZe po dosazeni jakéhokoli
pfirozeného ¢isla n neni nerovnost splnéna. Je tedy M O{}, ale to znamen4, Ze
M ={}.

* Aplikovali jsme postup diikazu neexistence, ktery je jako celek nepiimym
diikazem (misto M ={} dokazujeme M O{}). Jeho prvni krok ale zahrnuje
zpravidla dost rozsahly piimy dikaz, proto se nékdy hovoii o pfimém diikkazu
neexistence.

¥ Ovarko, O. — Calda, E.: Metody fe$eni matematickych aloh. SPN Praha 1990. Strana 63/1a

9 , v v i ;o V ’ / r )
MS Word neumi (podle mne) napsat preskrtnutou nulu (.E), ktera je zavedena pro oznaceni prazdné mnoziny, a
proto pouzivam slozené zavorky.



Diikaz sporem I']

Zadani:
Dokazte, ze ¢islo log5 je iracionalni.

Vypracovani:
Jde o dekadicky logaritmus péti; zvolime diikaz sporem, vyslovime negaci
daného vyroku, tj. vyrok ,,log5 je racionalni ¢islo®.

Jestlizelog50Q, pak existuji r,sON takova, ze log5 :LS, pak 5=10¢, dale pak

5°=10".

Odvodili jsme vyrok ,,0r,sON :5° =10" , ktery neplati, protoze cCislo 5° konci

petkou pro kazdé sON a Cislo 10" kon¢i nulou pro kazdé r ON.

Kdyby neplatil vyrok log50Q, musel by platit vyrok negovany — log50Q . Jak

jsme vSak ukézali neni tato podminka splnéna, tj. dosli jsme ke sporu, a tedy
plati log50Q.

Dukaz sporem I1

Zadani:
Dokazte, e ¢islo ~/2 je iracionalni.

Vypracovani:
Zvolime dikaz sporem, vyslovime negaci daného vyroku, tj. vyrok ,,/2 je

racionalni ¢islo. Jestlize/20Q, pak existuji r,sON takova, Zze +/2 = r ,kde r,s
s

jsou nesoudélna ¢isla. Rovnost upravime 2s® =r?. Z této rovnice plyne, ze r? je
sud¢, proto 1 r je sudé a da se vyjadfit ve tvaru r = 2r,. Dosadime-li nazpét bude

s* = 2r? a obdobné zjistime, Ze s je také sudé. Jsou-li vSak Cisla r,s suda, pak
jsou soudéIna, coz odporuje predpokladu, tj. dosli jsme ke sporu. Cislo v/2 je
iracionalni

' Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych tiloh. SPN Praha 1990. Strana 57/2
" Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych iloh. SPN Praha 1990. Strana 57/3



Diikaz nepiimy 11"

Zadani:
Dokazte, ze plati obecna véta:
OnON : n neni druhou mocninou piirozeného ¢isla [ JnO Q,

Vypracovani:
Princip neptfimého ditkazu spoc¢iva v dokdzani véty obménéné, tj. v naSem
ptipadé
OnON:~/n 000 n je druhou mocninou p¥irozeného &isla
Je-li Vn 00, pak plati: vn =Z, r,sON.Rovnost upravime: svn =r. ProtoZe
N

jsou &isla r a s pfirozena musi byt ptirozené i &islo +/n , protoze
e bylo-li by iracionalni, pak sou¢in s pfirozenym ¢islem (s) na levé strang
rovnice svn =r bude iraciondlni, jenze Cislo na pravé strané je piirozené
(nenastala by rovnost)
* bylo-li by racionalni necelé, pak jeho mocnina je téz racionalni necela a to
je ve sporu s ptredpokladem OnON
ProtoZe je &islo «/n piirozené je n druhou mocninou piirozeného ¢isla.
Dokézali jsme obménénou vétu a tim 1 vétu pivodni.

Dukaz neprimy IIII]'_z“I

Zadani:
Dokazte vétu:
OnON:10|n*+60 54'n

Vypracovani:
Uplatnime nepiimy dikaz — dokdZeme obménu véty, tj. vyrok
OnON:5|n0 104 n” +6.
Diikaz
5/n0 5|n*0 54n*+60 104'n*+6.
Dokazali jsme, Ze plati 5| n0 104'n* +6 a proto platii 10 |n’ +60 54n.
Dokazali jsem obménu pivodni véty, plati tedy 1 plivodni véta.

e
e

A

2 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody

) eni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 57/6
1 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody fese

Seni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 58/9



Diikaz sporem 111"

Zadani:
Dokazte, ze kazdym bodem A, ktery nelezi v rovin€ p, prochdzi nejvys jedna
ptimka p kolma na rovinu p. Nakreslete obrazek.

Vypracovani:

Podéame dikaz sporem. Vyslovend véta ma tuto negaci: Existuje aspon jeden
bod 4, ktery nelezi v rovin€ p a kterym prochazeji asponi dvé pfimky p kolmé na
rovinu p.

[lustra¢ni obrazek 1 ukazuje dvé ptimky p, g, které prochéazeji bodem 4 a jsou
,»kolmé* na rovinu p. (Kolmost je ovSem jen vyjadiena znackami, ve skute¢nosti
sviraji pfimky ostré uhly malo odlisné od pravych.)

obrazek 1

Plati-li negace ptivodni véty, pak vznika (tj. existuje) trojuhelnik 4APO, ktery ma
dva vnitini thly pravé, a tudiz soucet vnittnich Ghli vétsi nez 180°, coz je spor.
Uzavirame, ze negace ptvodni véty neplati, plati tedy plivodni véta.

' Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych loh. SPN Praha 1990. Strana 58/12.



P¥imy ditkaz V']
Dirichletiiv prihradkovy princip
Zadani:
Dokazte, Ze v kazdém Ctverci s rozméry 10 cmx10 cm, kde je zakresleno 101

bodu, existuje trojuhelnik o obsahu 1cm?, ktery obsahuje aspon dva s danych
bod.

Vypracovani:
Obsah zadaného ctverce je 100 cm®. Lze do n¢j tedy vepsat prave sto riznych
trojuhelnikd o obsahu 1cm®. Kdyby v kazdém z téchto trojuhelniku lezel prave

jen jeden bod, bylo by téchto bodu sto. V celém ctverci jich je vSak zakresleno
stojedna. Proto alespoii jeden z trojiihelnik musi obsahovat alespoil dva body.

Dukaz indukeci Im

Zadani:
Dokazte, ze OnON OxOR:sin® x+cos™ x<1.

Vypracovani:
L. Oveéiime platnost pro n=1. Plati
sin® x+cos’ x =1.
Nerovnost je splnéna.
II.  Indukéni krok.
Ptedpokladejme, ze dokazovana nerovnost plati pro né¢jaké n=kON, tj.
plati sin®* x+cos® x<1. Mame dokazat, ze za tohoto predpokladu
dokazovand nerovnost plati také pro n=k+1, tj. plati
sin?¢Y x + cos?) x <1.
Diikaz:

2041) 1 + 6052 x = gin?*? x + cos?*? x = sin® x Bin?* x + cos’ x Bos? x <)

sin
<sin’ x Bin* x +sin” x [@os** x +sin** x [@os” x +cos” x [os*™* x =
= (sin2 x + cos’ stinZk x +cos* x)s 1a=1
Poznamka:
Ostra nerovnost (D) je zieymé splnéna, nebot’ jsme k pravé strané nerovnosti pricetli

nezaporny vyraz sin” x [dos** x +sin** x [¢os” x.

Tim jsem dokézali 1 druhy krok matematické indukce. Dokazované véta plati.

' Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych loh. SPN Praha 1990. Strana 69/7
'® Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych tiloh. SPN Praha 1990. Strana 77/11



MRU2 — Dikazy

Diikaz indukei IT"]

Zadani:
Dokazte, Ze mapy v roving, které vytvaieji n kruznic, z nichz kazda protina
vSechny ostatni, 1ze vybarvit dvéma barvami.

Vypracovani:
Pouzijeme ditkaz matematickou indukci.

1. Pro jednu kruznici véta plati, sta¢i vybarvit
vnitini oblast kruznice jinou barvou nez je
barva roviny.

2. Predpokladejme, ze plati 1 pro k kruznic.
Chceme dokazat, Ze pokud ptikreslime dalsi

e
A,
AT,
b
e
Te—mm—

- N kruznici (protinajici vSechny kruznice ostatni),
AN O, . . v 117
e budeme moci vybarvit nové vzniklé mapy tak,
- W aby zaddna nezanikla. Toho dosdhneme tim, ze
T, S N o , L. >
=-_ pti ptidani kazdé nové kruznice (s barvou jinou
nez ma pozadi (rovina)), prohodime barvy
uvnitt jednotlivych prinikt s piivodnimi
kruznicemi.
Tim je ditkaz matematickou indukci ukoncen a véta
plati.
Literatura

Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tloh. SPN Praha 1990.
Janourova, E. — Janura, M.: Matematika, privodce uc¢ivem zakladni a stfedni skoly.
Rubico, Olomouc 1999.

Beran, L. — Ondrackova, I.: Provérte si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.

' Ovarko, O. — Calda, E.: Metody fe$eni matematickych tiloh. SPN Praha 1990. Strana 77/8
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