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Zadani cast I:
Urcete primitivni funkce k danym funkcim a stanovte jejich defini¢ni interval(y)
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Vypracovani:

Integralni pocet
Pti derivovani vypocitavame k dané funkci derivaci (pokud existuje),
kdezto pii integrovani hleddme k dané funkci takovou funkci, kterd derivovana
dava danou funkci.
Je-li funkce f(x) definovéana v ur¢itém otevieném intervalu I, a dale, je-li

definovana funkce F(x) a plati-li ve v8ech bodech tohoto intervalu
F'(x)=f(x) (1),

fikame, Ze funkce F(x) je primitivni funkci k f(x). Funkce F(x) se nazyva
neurditym integralem funkce f(x) v intervalu 7, a toto zapisujeme

F)=[ (ke (2),
kdy rovnosti (1) a (2) vyjadiuji jedno a totéz. Zapis na pravé strané rovnosti (2)
¢teme integral funkce f(x), integrovanou funkci je f(x), proménna x je
integracni proménnou a znak j je integra¢nim znaménkem.

Jelikoz [F(x)+ | =F (x)+0=F'(x), potom F(x)+c je také primitivni
funkei k funkci f(x), ¢ili existuje nekoneéné mnozstvi primitivnich funkci ve
tvaru F(x)+c a libovolnou konstantu ¢ nazyvame integra¢ni konstantou a
piSeme

jf(x)dx = F(x)+C.

Kontrolujeme-li vysledek integrovani, provedeme to derivovanim

vysledku a pfi spravném vypoctu dostaneme integrovanou funkei £/(x).



Pfima integrace

Piima integrace je vlastné€ pouzivani vysledki diferencidlniho poctu, které
shrnujeme do zakladni tabulky vzorci zdkladnich neurcitych integrala.
Integracni konstantu piSeme ihned po vypoctu integralu, ale dohodneme se, ze
tam, kde vysledek jesté dale budeme upravovat, zapiSeme integracni konstantu
az za konecny tvar vysledku.

Funkce f:y=f(x)
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Nemuzeme-li uvedenych vzorct pouzit ihned, snazime se integrovanou funkci
upravit tak, abychom pak nékterého vzorce mohli pouzit. Nejobvyklejsi zpiisoby
uprav:
a) SnaZime se integrovanou funkci upravit v algebraicky soucet (pokud to
jde) funkci, jejichz integraly zname, napt.:

Rl preadesty_px

2\/;dx+_[ldx =
x x

1
:J'a’x—ZJ‘x_Ea’x+J'la’x:x—i-c1 —4\/;+c2 +ln|x|+c3 =
X

:x—4\/;+lnx+C, xe(O;OO)

b) Je-li integrovana funkce zlomek, pozorujeme, neni-li ¢itatel zlomku
derivaci jmenovatele, nebo je-li jej mozno nasobenim (ptipadné délenim)
¢islem riiznym od nuly na takovy tvar upravit, napf-.:

Ix2x+1dx = %xzzildx = %ln(x2 +1)+ C, xe (—oo,oo)
c¢) Je-li integrovand funkce vyjadtitelna jako soucin dvou funkei
LGl f(x)

t]. prvni ma tvar mocniny a druha je jeji derivace, pak je
n+1
I[f(x)]n - f(x)dx = %4— C, n#-1.
n+

d) Zménou diferencialu je mozno nékteré integraly pievést na jednoduche,
napf.:

J.cos2x dx:jcos2x d%z%jcosh d(2x):%sin2x+C, x € (—o0,00)

b

Integrovani metodou substituc¢ni

Podstata této integracni metody je v tom, zZe zavedeme novou integracni
proménnou (obycejné ¢ nebo z) za integrovanou proménnou x. Novou
integracni proménnou vyjadiime ptivodni integra¢ni proménnou v integrované
funkci v€etné diferencialu dx. Tim dany integral prevadime na jednodussi,
feSime jej v nové proménné a ve vysledku nahradime novou proménnou
ptvodni proménnou x. Vztah mezi ptivodni proménnou (x ) a novou promeénnou
(¢ nebo z) je dan substitucni rovnici, v niz proménnd x je funkci nové
proménné ¢ (nebo z):

X = (p(t).

Existuje-li v intervalu 7, spojita funkce f(x), pak k ni existuje primitivni

funkce F(x) a pro kazdé x z intervalu I_ je

F'(x)=f(x).



Kdyz hodnoty funkce x = ¢(¢) v intervalu 7, budou v intervalu 7_, je
definovéna slozena funkce v intervalu /7,

Flo(t)];

za predpokladu, Ze funkce ma v intervalu derivaci, ma ji i sloZzena funkce Flp(z)]
ato

Fllo(t)]=F'(x)-¢'(t)= f(x)-0'(t) = flo(t)]- ¢'()

a funkce F[p(¢)] je primitivni funkci k funkei f[op(¢)]- ¢'(¢) v intervalu 1, .
Jak uz vime z pfim¢ integrace je
F(x): J.f(xyx >
a dosadime-li x = ¢(t), dostdvame
[ £(eis = Aol ek ve.
Tato rovnost vyplyva z derivace slozené funkce a pouzivame ji k feseni

integrall, kdyz se integrovana funkce da rozlozit ve dva Cinitele. Jeden je
slozenou funkci proménné x a druhy derivaci této funkce.

Integrovani metodou per partes
Integracni metoda per partes (tj. po ¢astech) plyne z pravidla o derivovani
soucinu dvou funkei. Existuji-li funkce u(x) a v(x) — zkracen& psano u a v —
majici v néjakém intervalu spojité derivace, plati vzorec

i

(wv) =u'v+uv'.
Integraci této rovnice dostaneme
!
J.(uv) dx = Iu'vdx + Iuv'dx
a z toho
Iu'vdx =uy— juv’dx .

Tento vzorec predpisuje postup pii integrovani metou per partes.
Integrovanou funkci rozlozime na soucin »'-v tak, aby se integral funkce »' dal
pomérné snadno urcit (nejlépe ze zakladnich integrali, je-li to mozné), dale
urcime derivaci funkce v. DalSi postup uz je zfejmy z pravé strany vzorce.

Tu ¢ast funkce, kterou jsme oznacily «' integrujeme (dostaneme u ), ¢ast
kterou jsme oznacili v derivujeme (dostavame v'). Za znaménko rovnosti
napiseme soucin u-v a od ného ode¢teme integral I wv'dx , ktery vypocitame.

Metoda je uspésna tehdy, je-1i integral na pravé strané _[uv'dx jednodussi nez

integral na stran¢ levé j u'vdx . N&kdy je tteba v témz ptikladé postup opakovat.



Integrace nékterych funkei iracionalnich

Primitivni funkce k funkeci iracionalni neni vzdy funkci elementarni, je
elementarni jen v nékterych ptipadech. Vypocet integralli iracionalnich funkci
lze ptevést na vypocet integrall racionalnich funkei jen tehdy, kdyz se ndm
podaii vhodnou substituci nové proménné danou iracionalni funkci
racionalizovat.

Jak pti vypoctu nékterych integralli iracionélnich funkci mame
postupovat, ukazuje piehled typovych integrali.

1. j Yax+bdx, a,b jsou konstanty, feSime substituci ax+5=1¢"

2. J.x’”_lx"/ ax” + b dx, feSime substituci ax” +b=1¢"
3. j Vax® +bx + ¢ dx, fesime substitucemi Eulerovymi:
[Vax® +bx +c dx, substituce ¢ —xva pro a >0, substituce tlx+/x, ) pro

a<0,kde x, je feSeni rovnice ax” +bx+c =0, substituce
tx+~/c pro ¢ >0, substituce #(x —x, ), ma-li vyraz pod
odmocninou realné koteny x, a x,.

4 ebo J‘L
'\/x2+a2 ’\/az—xz ’

kvadraticky troj¢len na Uplny Ctverec.

4. j & pfevadime na J' tim Ze doplnime

Nax* +bx+c

5. I Mt N fesime rovné? doplnénim kvadratického troj¢lenu na

Vax® +bx +c
uplny ¢tverec a potom vhodnou substituci.
6. Oznadime-li ax’ +bx+c = Q, plati tyto vzorce (integra¢ni konstanty jsou
vynechany):
| 2ax +b+2a \/_

roa >0
Jf “oda wrb-2dajo !
—~/bx+c proa=0
__ arctan 2axtb proa<0
\N—a 2«/—a\/_

J 1 e — 1 12C+bx+2\/_\/_
x\/§ 2\/_ 2c+bx — 2\/_\/_

:—i ax? + bx proa>0,b#0,c=0
bx

proa>0,b#0,c>0

= ! arctan 2+ bx proa>0,b#0,c<0

J-c 2J-cyJO
11\/_n2a 1, 21-3b

1
an\/édx— n-1cx"™ n-1 ¢ x”’z\/éx 2n-2 cJ.x"l\/_




2n-1 b I

_n-—1 cJ~x"2

B b
Jx”@dx:ajx@dx+bjx§dx+c_[%dx

J.—dx——x” 'JO -

[Paceof

1

dx +b dx +c

Xn+2\/§ I n+ I \/_

7. Binomické integraly J' a+ bx" ) dx, (m,n, p jsou racionalni Cisla), daji se

pievést na integraly racionalnich funkei, kdyz aspoii jedno z ¢isel

m+1l m+1 « wr ,
+ p je Cislem celym.

P n ’ n
a) Je-li p cislo celé kladné, pak podle binomické véty rozvineme
(a +bx" ),, v fadu, jednotlivé ¢leny fady vynasobime x” a po ¢lenech
integrujeme;
je-li p Cislo celé zdporné, najdeme nejmensi spoleény nasobek s
jmenovatelil zZlomkit m a n a zavedeme substituci x=1".

b) Je-li !

n
zlomku p . Podle toho jaky je exponent integrované funkce po

substituci, tj. kladny, nebo zaporny, volime dalsi postup, jak je
uvedeno pod a).

c) Je-li mt

celé ¢islo, pouzijeme substituce a +bx" =¢* (s je jmenovatel

+ p celé Cislo, pouzijeme substituce ax™ +b=1¢, kdyz jsme

piedtim vyraz a+bx" upravili vytknutim x"; (a+bx" )= x"(ax™" +5).

Jsou jesté dalsi zptsoby racionalizace iracionalnich funkci a vyklad o nich
najdeme v knize akademika V. Jarnika, Uvod do poctu integralniho.



ReSeni prikladu
Integracni konstantu piseme ihned po vypoctu integralu, ale dohodneme se, Ze tam, kde
vysledek jest¢ dale budeme upravovat, zapiSeme integrac¢ni konstantu az za konecny tvar vysledku.
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:x21n(x—2)_lj-(x+2+ 4 jdx:
2 x=2

! dxj:
x—=2

Il
=
[\
g5
=
|
\S)
~—
|
|
7~ N\
—
=
&
+
\9)
—
>
+
N
—_—

2xdx = 2tdt
xdx = tdt

2— .
:jﬁt—tfhdt:j%dt—j%dtzlnhh%

=Inv1+x* + 1 :ln(1+x2)+ ! )+C

2(1+x?) 2 2(1+ 2
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10.
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xe
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2x =sint
2dx = costdt
dx =25 4y
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11.
Ixzcosxdx: x & (~o0;00)
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=x2sinx—2_|.xsinxdx=
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u'=1 v=-cosx
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= (xz —2)sinx+2xcosx+C
12.
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13.

Jxarctanx dx = X € (_ °°§°°)

u=arctanx Vv =x
, 1 x°
u y =

T4’ 2

2 2
:x—arctanx—jx— 12dx=
2 2 1+x

[xz :(x2+1):1— 21 }

x°+1

dx
x2+1

:garctanx—%jdx—k%j

x? x 1 x?
= —arctanx — — +—arctan x =
2 2 2

1 X
arctan x — E +C

14.
J.arcsinxdx: xe(-11)

u=arcsinx v =1

dx =

= xarcsinx—J.x
1-x*

Nl=x? =t=>1-x*=¢*
—2xdx = 2tdt
xdx = —tdt

) 1 .
= xarcsmx—.[——t dt = xarcsinx + | dt =
t

= xarcsinx +¢ = xarcsinx +41—x*> +C

Nathaniel Bowditch z Bostonu, ktery prelozil ¢tyri dily
Laplaceovy knihy do angli¢tiny, jednou poznamenal: . Kdykoliv jsem
narazil na Laplacelv obrat ,coZ ndm snhadno vyplyne", byl jsem si jist,
Ze mdm pred sebou hodiny tvrdé prdce, abych vyplnil mezery a nalezl
a dokdzal, jak ndm to snadno vyplyne."



Zadani cast I1:
Urcete primitivni funkce k danym funkcim a stanovte jejich defini¢ni interval(y)
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Vypracovani:
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= . :J.izdt:_lz_ tc
dx = dt t t x-1

A=4
B=-3
C=9
1
x—1

(‘)
dx+9j#dx =
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4=A+B
0=C-24
5=54

_I_d _Ix - x+5
2x—2 1
—I—dx _Ix —2x+5 3J.)cz—2x+5

=hﬂﬂ+§h¢f—2x+ﬂ+—ammnx
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5x° +3x* +5x—3=x"(44+C)+x*(4B+ D)+ x(A4+4C)+(B+4D)
5=44+C
3=4B+D
5=A+4C
~3=B+4D
A=B=C=1 D=-1

_J'x+1 x—1
x*+4 4x+1

1 Do dp 8 -
B '[x +4 J-x +4dx +8j4x2+1x J.43624'1dx
ln(x22+ 4) + Earctana + 1n(4xT2+1) - Earctan 2x+C

=2t
(i)j 21 dx = * :J 22 a’t:l Ldt_larctant—larctan +¢,
x"+4 dx = 2dt 4t° +4 297 +1 2 2 )

2x =t
(U)J.;dx _| = = J. L a =larctant = larc:tan 2x+c,
4x* +1 2dx =dt tP+12 2 2




J~x6 —x>+2x*

“2x +x? +1
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O P
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! v) _
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== —x+ + +In|x| - =
2 2 20 +1) 2 2(x* +1
_arctanx_ln(x2+l) l |x|+ x+1 +£—x+C
) 2 2ox2+1) 2
— dx =
J E
x=tanf, t=arctanx|
dx = 12 dt
cos’t |
1 1 1 1
= dt = dt =
J‘(l+tan2 t)z cos’ ¢ '[ cos?f+sin2t) cos’t
cos’t

COS4 t

= J oy dt :%J‘cos2 tdt = J.%(1+ cos 2t)dt =

1 1 t 1 t 1.
—jdt+—jc052tdt——+choshd(2t)—5+zsm2t—

:£+12smtcost—t 1 tan? ! =
2 4 \/1+tant\/1+tant
:£+l tant :arctanx+ X
2 21+tan’t 2 2(x*+1)
X
dx =
Tt A
_1||_ ( )




x* -6 Ax+B Cx+D
= +
x'+6x7+8  xP+4  xT+2
x* = 6= A(x’ +2x)+ B(x* +2)+ C(x* +4x)+ D(x* +4)
X —6=x(4+C)+x*(B+D)+x(24+4C)+2B+4D
I1=4+C
0=B+D
0=24+4C
~6=2B+4D
A=2 B=3 C=-1 D=-3

2x+3  x+3 X 3
:_[ 2 T2 _J. dx =
x +4 x“+2 x+4 x> +4 x+2 x+2

—I dx+3 —dx—— —dx 3 4dx—
x*+4 x*+4 27 x7+2 x?+2
= ln(x2 +4)+%arctan£— ln(x2+2)_ 3\2/5 arctanxz2 +c, +C

x=2t 2 1 1 X
= = J. -—dt = —arctant = —arctan—+ ¢,
dx = 2dt 4" +4 2 2 2

| *= \Et :jzidx :Qarctant =
dx=~2dt| 722 +2 2

L owh

=——arctan——+¢,
2 2
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