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Zadani:

Vysetiete prubéh funkce

1+ x°
f(x) . y - 1_x2
Vypracovani:
1+ x7
f(x) y= 1

Pfedn¢ ur¢ime definicni obor: D, = R - 11} = (oo ~1)U(=11)U(1,0)
Tato funkce je sud4, nebot’ jsou splnény obé& podminky pro sudost funkce ' tj.
l.VxeD,3-xe D,
1+x* l—i-(—x)2
1= 1—(—x)2

Funkce neni periodicka.

Pti vySetfovani funkce, zjistujeme funkcéni hodnoty v krajnich bodech defini¢niho oboru.
V nasem pfiipadé jsou to vlastni body 7/, —/ a nevlastni oo,—co . ProtoZe je funkce suda,

, . v oy gy . Loxsos 2
omezime SE jen na Vysetrovam nezaporne casti ~.

Nejprve vlastnosti funkce v okoli bodu /. Ten nepatii do Dra proto ur¢ime limity funkce
v pravém a levém okoli tohoto bodu.

1+ x?

lim 5

=l ] —x
Na vypodet této limity neméame zavedeny vzorec a tak pouZijeme substituci y =1— x>, jeZ nas

dovede k cili *:

im 2= — o ,
o0y
proto
o 1+x°
lim ~ =00
x>l ] —x
Obdobné dojdeme k
o 1+x?
lim > =00,
x—1, 1 —-X

' Definice sudé funkce (f(— x) = f(x))
? graf je soumérny podle osy y
1

P lim—=o0
x—=0, x



A konec¢né v nevlastnich bodech £ je limita

Z ptedchozich vypocth plyne, Ze kiivka ma asymptoty y = -1, x==I.

Vypoctem limit jsme zaroven urcili dva absolutni (globalni) extrémy a jeden lokalni:
- vintervalu (—1,1) ma funkce maximum oo

- vintervalech (—o0,~1) a (1,0) ma funkce minimum —oo a maximum —1

Nyni vySetifime zda, ptipadné kolik a jaké, ma funkce f (x) pruseciky s osami souiadnic.
14 v r /4 o wr ~ 14 14 4
S osou x nema funkce zadné priseciky, protoze pro y =0 neni definovéana "

7=

2
Pro x=0je y= TLS =1, proto ma f(x) prave jeden prusecik s osou y a to [0,1].

Zatim jsme zjistili, ze naSe funkce neni definovana v bodech 7/ a —/ a proto neni spojitd v R.
Nevime vsak, jaky je jeji prabéh v jednotlivych intervalech defini¢niho oboru. Abychom
ziskali nazorngjsi predstavu o prubéhu funkce, zjistime ma-li derivaci.

1+x?

B 1—x?

y

!

)= (1+x2) (l—xz)—(1+x2X1—x2),
(=

;o 2x(1—x2)—(1+x2X—2x)

S

;o 2x—2x° —(—2x—2x3)
S

;o 4x
]

Protoze ma vlastni derivaci 5, muzeme urcit jeji vlastnosti v intervalech <O, 1) a (l,oo).

V téchto intervalech je y' > 0 a proto jde o funkci ryze monoténni, rostouci ® v danych
intervalech /.

Vypoctem zjistime druhou derivaci funkce. Ta ndm pomuze urcit dalsi extrém v intervalu
<0, 1) a zérovei vysetfit konkavnost a konvexnost.

4
H,=R-(-11)
> fix) je spojita v intervalech (-o0,-1),(-1,1),(1,00) (véta s spojité funkci)
® Plyne z véty o postadujicich podminkach ryzi monoténnosti funkce na intervalu
7V intervalech (-o0,-1),(-1,0> je funkce klesajici.



. (4x),(1 - xz)z - 4x(1 —2x% + x4)
i (-
L 40— 2x + xt)—dx(- 4x + 4x)
(1-+f
A2 —3xt)  4(-x )37 +1)
- (1—x2)4 - (1—x2)4
L, 4Bx +1)
S

Abychom mohli urgit lokalni extrém funkce f(x) v intervalu <O,1), pomoci druh¢ derivace,

musime najit kofeny rovnice f '(x) = 0. V nasem ptipadé

_ 4x
S
4x
S S ,
(1)
x,=0

tento kofen ® pak dosadime do druhé derivace, tj.
. 43-0° +1
¥"(0)= -0+

(-0

protoze je f"(x,)> 0, ma bodé x, lokalni minimum. MiZeme rovn&z konstatovat, ze funkce

—4,

nema inflexni body °. Konkévnost a konvexnost funkce v intervalech <0,1) a (1,0) vySetiime

pomoci vlastnosti druh¢ derivace funkce. Tedy

2
<0, 1): y" = 4(3x—+1) >0 = funkce je v tomto intervalu konvexni
(-]
2
(I,o): y" = 4(3x—+1) <0 = funkce je v tomto intervalu konkavni

(=)

Muzeme zkonstruovat graf.

8 . ;o
stacionarni bod

9 . .. , . . v - . / T e : :
Pro existenci inflexniho bodu je nutné splnéni jedné z podminek a to bud’ f*‘(x()=0, nebo f*‘(xo) neexistuje.



Graf f(x)

Prubéh funkce




Obvykly postup p¥i vySetfovani pribéhu funkce '

1. Zjistime defini¢ni obor funkce, vyjadiime jej v intervalech a z nich
pozname, kde je funkce spojitd. Funkce je spojita v (a,b) pro kazdy bod
tohoto intervalu, kdyz

[/ (x)- s} <e,
kde ¢ >0 je libovoln¢ zvolené ¢islo, a pro vSechna x z okoli bodu ¢ je
|x - c| <0,

kde & >0 je na & nezavislé.

2. Ur¢ime, je-li funkce licha [f(- x)=—f(x)] nebo suda [f(-x)= f(x)]. Je-li
funkce lichd, je soumérna podle stiedu soumérnosti (obycejné to byva
pocatek soutadnic xy), je-li suda, je soumerna podle osy y.

3. Urc¢ime priseCiky kiivky s osami pravothlych soufadnic. Body, ve
kterych kiivka protind osu x spolu s body, ve kterych neni kiivka spojita,
rozliSuji intervaly, v nichZ je graf kiivky nad osou x od intervald, ve
kterych je graf kiivky pod osou x.

4. V krajnich bodech defini¢nich intervalti, ve kterych je funkce spojita,
stanovime limity funkce a déle lim f(x).

5. Vypocitame f'(x) a f"(x), abychom zjistily, kde je funkce rostouci
[£'(x)> 0], klesajici [f(x) < 0] a kde jsou lokélni extrémy. Dostaneme-li
dosazenim kofent rovnice f'(x)=0 do f"(x) hodnotu f"(x)> 0, ma funkce
lokalni minimum, pii f"(x) <0 ma funkce lokalni maximum.
V intervalech, kde f"(x)> 0, je kiivka konvexni (vypukld), kde 7"(x)<o0,
je kiivka konkavni (vydutd). Body, v nichz f"(x) mé&ni znaménko, jsou
inflexni body. Najdeme je tak, ze stanovime hodnoty x, pro které je
£"(x)=0 nebo neexistuje. Cislo ¢ je inflexni bod, kdyz existuje takové

okoli bodu ¢, Ze pro x> ¢ je oblouk kfivky konvexni a pro x < ¢ konkdvni.
Je nutné si uvédomit, Ze kdyZ ma f’(x) koneénou derivaci, je inflexni bod

¢ taky nulovym bodem druhé derivace ¢ili kofen rovnice f"(x)=0.
Obracena véta neplati, tj. z £"(x)=0 nevypliva, Ze v bodé c ma f'(x)
extrém a ze bod c je inflexnim bodem.

6. Asymptota je te€na kiivky f(x), jejiz bod dotyku je v nekoneénu. Plati-li
lim £/(x) = %00,

X—a

je pfimka x =a jeji asymptotou. Jinak asymptoty maji rovnice

""HLAVACEK, A.: Sbirka fesenych piikladii z vy$§i matematiky, SPN Praha 1971



y=hkx+q,

kde x a y jsou soufadnice bodli na asymptotach. Existuji-li kone¢né limity

lim S ka lim[f(x)-kx]=¢

Xt x x—>*oo
pak je asymptotou piimka y =kx+q.
Muzeme-li rovnici kiivky rozlozit (tj.rozlozit jeji pravou stranu, obycejné
délenim citatele jmenovatelem, ma-li tvar zlomku) na dvé casti, z nichz
jedna je linearni tvaru kx+q¢ a druha zbytek ¢(x), tj.

f(x)= ket g+ plx)

a p(x)—> 0, je piimka y = kx + ¢ asymptotou.

x—>Fo0

. Zptesnéni grafu kiivky provedeme sestavenim tabulky soutfadnic dalSich
bodu kiivky, tj. ke zvolenym hodnotam x (z defini¢niho oboru funkce)
vypocitdme hodnoty y. Do dalSich fadkt tabulky zapiSeme hodnoty f'(x),
f"(x), ve kterych intervalech je funkce rostouci, ve kterych klesa, kde je
vypukla, kde je dutd, kde jsou lokalni extrémy, inflexni body apod.,
pfipadné sestavime dil¢i tabulky pro jednotlivé charakteristické vlastnosti
vySetfované funkce.



