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Zadání:  
Jaké vlastnosti má struktura, která má dvě vnitřní operace ( )⋅+,,K ? ( ){ }RaaaaaK i ∈= ,,,, 3210  a operace jsou definovány takto: 

( ) ( ) ( )+ (sčítání): 3322110032103210 ,,,,,,,,, bababababbbbaaaa ++++=+  
· (násobení): ( ) ( ) ( )1221033031130220233201103322110032103210 ,,,,,,,,, bababababababababababababababababbbbaaaa −++−++−++−−−=⋅  

Vypracování: 
Vlastnosti operace sčítání 

• Komutativnost 
Pracujeme s reálnými čísly. Operace sčítání reálných čísel je komutativní. Proto 

( ) ( ) ( ) ( ,,,, bababbabab ++=+++ ) ( ) ( )32103210332211003322110032103210 ,,,,,,,,,,,,,, aaaabbbbabaababbbbaaaa +=+++=+  
Operace + je na K komutativní. Struktura je uzavřená na sčítání. 

• Asociativnost 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )333222111000333222111000

332211003210321033221100

321032103210321032103210

,,,,,,
,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbcbcbcbaaaaccccbabababa

ccccbbbbaaaaccccbbbbaaaa

++++++++=++++++++
+++++=+++++

++=++
 

Operace + je na K asociativní. 

• Neutrální prvek 

( ) ( ) ( )
( ) )321033221100

321032103210

,,,,,,
,,,,,,,,,
aaaaxaxaxaxa
aaaaxxxxaaaa

=++++ (
=+    

0
0
0
0

3333

2222

1111

0000

=⇔=+
=⇔=+
=⇔=+
=⇔=+

xaxa
xaxa
xaxa
xaxa

Neutrální prvek operace + je ( ) ( )0,0,0,0,,, 3210 =xxxx . 
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• Inverzní prvek 

( ) ( ) ( )
( ) )0,0,0,0,,,

0,0,0,0,,,,,,

33221100

32103210

=++++ (
=+

yayayaya
yyyyaaaa    

3333

2222

1111

0000

0
0
0
0

ayya
ayya
ayya
ayya

−=⇔=+
−=⇔=+
−=⇔=+
−=⇔=+

Inverzní prvek operace + je ( ) ( )32103210 ,,,,,, aaaayyyy −−−−= . 

Struktura )( +,K  tvoří Abelovu grupu. 

Vlastnosti operace násobení 
• Komutativnost 

( ) ( ) ( ) ( )









−++−++
−++−−−

≠







−++−++
−++−−−

⋅≠⋅

1221033031130220

2332011033221100

1221033031130220

2332011033221100

3210321032103210

,
,,

,
,,

,,,,,,,,,,,,

abababababababab
abababababababab

babababababababa
babababababababa

aaaabbbbbbbbaaaa
 

Operace · není na K komutativní. Struktura je uzavřená na násobení. 

• Neutrální prvek 
xaaax ==  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )32103210321032103210 ,,,,,,,,,,,,,,, aaaaxxxxaaaaxxxxaaaa ⋅==⋅  
( ) ( ) ( ) ( )32101221033031130220233201103322110032103210 ,,,,,,,,,,,, aaaaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxxxxaaaa =−++−++−++−−−=⋅  

( ) ( )0,0,0,1,,, 3210

312210330

231130220

123320110

033221100

=⇔











=−++
=−++
=−++
=−−−

xxxx

axaxaxaxa
axaxaxaxa
axaxaxaxa
axaxaxaxa

 

Neutrální prvek operace · je ( ) ( )0,0,0,1,,, 3210 =xxxx . 
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• Asociativnost 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )







































+−−−−+++
+−−−+−++

+−−−++++
+−−−+−++

+−−−−+++
+−−−+−++

+−−−+−−−
−+−−−−−−

=







































+−−−−+++
+−+++−−−

+−−−−+++
+−+++−−−

+−−−−+++
+−+++−−−

+−−−+−−−
−+−−−−−−









−++−++
−++−−−

⋅=⋅







−++−++
−++−−−

⋅⋅=⋅⋅

232322012102311131021201

333223113003120210030300

121211031301233323013103

332222112002310130020200

313133023203122312032302

330221111001230320010100

123213033303312132022202

231321011101330220110000

131113102120223232201210

012021003030333322311300

323332301310112121103130

031013002020233222211200

312221203230331313302320

023032001010133122111100

312321303330231213202220

123132101110033022011000

1221033031130220

2332011033221100
32103210

1221033031130220

2332011033221100

321032103210321032103210

,

,

,

,

,

,

,
,,

,,,,,,
,

,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacbacbacba
cbacbacbacbacbacbacbacba

cbcbcbcbcbcbcbcb
cbcbcbcbcbcbcbcb

aaaacccc
babababababababa
babababababababa

ccccbbbbaaaaccccbbbbaaaa

 

Operace · je na K asociativní. 
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• Inverzní prvek 
aaxaa 11 −− ==  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3210321032103210 ,,,,,,0,0,0,1,,,,,, aaaayyyyyyyyaaaa ⋅==⋅  

( ) ( ) ( ) ( 0,0,0,1,,,,,,,,, 1221033031130220233201103322110032103210 )=−++−++−++−−−=⋅ yayayayayayayayayayayayayayayayayyyyaaaa  

0
0
0
1

12210330

31130220

23320110

33221100

=−++
=−++
=−++
=−−−

yayayaya
yayayaya
yayayaya
yayayaya

 

Z této soustavy vypočítáme inverzní prvek 

( ) ( ) ( )0,0,0,0,,,,,,,,,, 32102
3

2
2

2
1

2
0

3
2
3

2
2

2
1

2
0

2
2
3

2
2

2
1

2
0

1
2
3

2
2

2
1

2
0

0
3210 ≠








+++

−
+++

−
+++

−
+++

= aaaa
aaaa

a
aaaa

a
aaaa

a
aaaa

a
yyyy . 

Struktura ( ){ }( ⋅ )− ,0,0,0,0K  tvoří grupu. 
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Distributivita 
Prověříme ještě distributivitu operace + vzhledem k operaci · 
( ) bcac +cba =⋅+  
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3210321032103210

1221033031130220

2332011033221100

1221033031130220

2332011033221100

122211033300

311133022200

233322011100

333222111000

321033221100321032103210

,,,,,,,,,,,,
,

,,
,

,,

,
,
,

,,,,,,,,,,,,,,,

ccccbbbbccccaaaa
cbcbcbcbcbcbcbcb
cbcbcbcbcbcbcbcb

cacacacacacacaca
cacacacacacacaca

cbacbacbacba
cbacbacbacba
cbacbacbacba
cbacbacbacba

ccccbabababaccccbbbbaaaa

⋅+⋅=

=







−++−++
−++−−−

+







−++−++
−++−−−

=

=



















⋅+−⋅++⋅++⋅+
⋅+−⋅++⋅++⋅+
⋅+−⋅++⋅++⋅+
⋅+−⋅+−⋅+−⋅+

=

=⋅++++=⋅+

 
Distributivita operace + vzhledem k operaci · platí. 
Závěr 

Vyšetřovaná struktura )  tvoří těleso (( ⋅+,,K ( )+,K  je Abelova grupa, }( ){( )⋅− ,0,0,0,0K  je grupa). 
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Zadání:  
Najděte podobor struktury ) , který je izomorfní s ( ⋅+,,K ( )⋅+,,R  a s ( )⋅+,,C . 

Vypracování: 
( )•  ⋅+,,R

Reálná čísla lze do struktury kvaternionů přepsat ( ){ } KRxxR ⊂∈= ;0,0,0, . Označme hledaný podobor X  a ověřme, že 
( )0,0,0,:: xRxXRfR a∈→ . 

Důkaz: 

- ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxf

yxyfxf
yxyxyxf

RRR
RR

R +=+




+=+
+=+=+

0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,  

- ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxf

yxyxyfxf
yxyxf

RRR
RR

R ⋅=⋅




⋅=⋅=⋅
⋅=⋅

0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,  

Tvrzení platí. 

•  ( )⋅+,,C
Komplexní čísla lze do struktury kvaternionů přepsat ( ){ } KRbabaC ⊂∈= ,;0,0,, . Označme hledaný podobor Y  a ověřme, že 

( )0,0,Im,Re:: zzCzYCfR a∈→ . 
Důkaz: 

- ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxf

yyxxyfxf
yyxxyxyxyxyxyxf

CCC
CC

C +=+




+=+
+=++=+++=+

0,0,Im,Re0,0,Im,Re
0,0,Im,Re0,0,Im,Re0,0,ImIm,ReRe0,0,ImRe  

- ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxf

yxyxyxyxyxyyxxyfxf
yxyxyxyxyxyxyxf

CCC
CC

C ⋅=⋅




+−=⋅=⋅=⋅
+−=⋅⋅=⋅

0,0,ReImImRe,ImImReRe0,0,0,0,0,Re,Re0,0,Im,Re
0,0,ReImImRe,ImImReRe0,0,Im,Re  

Tvrzení platí.
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Dodatek: 
KVATERNIONY1, matematické objekty, které zavedl Hamilton roku 1853 jako rozšíření 
pojmu komplexního čísla. Jsou dány čtveřicemi reálných čísel , z nichž je vytvořen 
výraz 

dcba ,,,

kji dcbaq +++= , 
kde i, j, k jsou symboly, které lze násobit podle pravidel daných tabulkou 

 1 i j k 
1 1 i j k 
i i -1 k -j 
j j -k -1 i 
k k j -i -1

 

                                           
1 ROSSIOVA, A.: Encyklopedie matematiky. Mladá Fronta, Praha 1988. 
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