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Zadani:
VySetete vdemi probranymi prastky polynomf (x) = x* - 2x® + x? =10x - 20.

Vypracovani:

Racionalni koreny
Podle \ty:

Necht EDQ je karen polynomuf (x) = a)x" +...+a, x+a,. Pakp |a, q | a.

ur¢ime mnozinum vSech racionalnictisel, které mohou byt keny:
V naSem pipact je
¥ 2 4 5:10+20}
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Tuto mnozZinuM jeS€ omezime, nelbplati wta:

Nech’ EDQ je karen polynomuf (x) = a,x" +...+a, ,x+a,, heclt cOZ.
Pak(qc-p) | f(c). (ac+ p) | f(-c) (pouZiva se nepstji pro c=1, kdy dostavame
pro kdeng podminky(q-p) | (1), (a+ p) | f(-2)).

Nejprve zjistime, Zef (1) = -30, f(-1) = -6. Dal$i vypaet zapiSeme do tabulky:

g q+p|-6|q-p|-30 vysledek P lg+p|-6|q-p|-30|vysledek
2 3 -1 ano -5 -4 6 ne
-2 -1 3 ano 10 11 -9 ne
4 5 -3 ne -10 -9 11 ne
-4 -3 5 ano 20 21 -19 ne
5 6 -4 ne -20 -19 21 ne

Zjistili jsme, zeM, ={2-2-4} . Hornerovym schématem vy&ene, které prvky z
M, Jjsou kdeny polynomuf :

1|-2| 1|-10-20 1]-2] 1]-10-20 1|-2] 1]-10-20
210 2] 0] 2| -16 2| 0| -2| 8| -18 56 41 0| 4| 8| 36104

1]0f 1] -8] -3¢ 1] -4] 9] -29 36] 1] 2] 9] 26| 84]
Z vypaositanych hodnot plyne z&v— polynom f (x) = x* - 2x® + x2 —=10x - 20
nema racionalni keny.




Odhad pottu realnych koienii a jejich polohy

Descartesova ¥ta:
Paet kladnych keeni polynomu f(x) = a,x" +...+a,_,x+a, je bul’ roven pdétu

znaménkovych z#m v posloupnosta,,a,, ...,a, jeho koeficient, nebo je o sud
pocet mensi.

 V polynomu f(x) = x* - 2x* + x* —10x- 20 jsou 3 znaménkové zmy.
Patet kladnych keéeni je tedy bd’ 3 nebo 1.

VSechny realné keny polynomuf (x) = a,x" +...+a, ,x+a, lezi v intervalu
(-1- A1+ A), kde A=max(ag|,[a, -...|a,)

 V naSem pipact je
A=max{1],|- 2||1}| -10|,| - 20]) = 20
proto vSechny realné keny polynomuf (x) = x* - 2x° + x2 —10x - 20 leZi
v intervalu/- 21,21)

Dalsi odhady polohy realnych e polynomu f(x) = a,x" +...+a,_x+a,.
Predpokladejme, Ze aspgeden z koeficierit polynomu f je zaporny.
Ozna&me

a ... nejmensSizaporny koeficient,

a, ... prvnizaporny koeficient

a, ... nejwtsSikladny koeficient fed prvnim zapornym koeficientem
B ... nejwtsiz absolutnich hodnot zapornych koefickent

Pak pro kazdy realny ken a polynomu f(x)=a,x" +...+a,,x+a, plati:
Maclaurinova véta a <1+%,

Lagrangeova \&ta a<1+VB,
Tillotova véta a<1+r_i/|:1“_'|

 Pro nas polynont(x) = x* - 2x* + x2 -10x - 20 plati:

a, =a, =-20
a =a =-2
a,=a, =1

B=2C



Maclaurinova ¥ta: la|  Tillotova wta: a)
<l+— a<l+r-94-1
2| a,
-20 {
O’<1+¥ O,<1+1—0|_fo|
a<21 a <21
Lagrangeovaé&ta: g<1+y{B
a <1+%20
a<21

Pouziti tchto Wt nam givodni odhad - 2121) nezlepsilo.
Dolni odhady kéeni polynomu f ziskame opakovanim postupu pro
polynom g, pro ktery plati

g(x) = f(-x)

(protoZen je sudé, kdyby bylo liché, platilo by(x) = - f (- x)).
Polynomg tedy je
g(x)= f(-x)=x* +2x° + x2 +10x - 20
a protoZe ma jedenu znaménkovowrm ma i jeden kladny ken. Proto ma
polynom f jeden zaporny ken.
Pro polynomg(x) = x* + 2x° + x? +10x - 20 plati:

a =a, =-20
a, =a, =-20
a, =a, =10
B=2C
Maclaurinova ¥ta: EY Tillotova wta: a)
a<l+— a<l+r-41
2| a,
-2
CJ'<:I_+| 10| 0’<1+4_3|_20|
10
a<21 a<3

Lagrangeova&ta: g <1+4yB
a<1+4/20< 3115

Zjistili jsme, Ze realné k@ny polynomuf (x) = x* - 2x* + x? —10x - 20 lezi
v intervalu(- 3,21). Jeden kien je zaporny a kiutti nebo jeden je kladny.



Separace kdeni

Separovat kieny polynomuf znamena wit intervaly, v nichZ lezi pravjeden
koren polynomuf .

Sturmiv retézec:
Necht f OR[x]. Sturmovynmetizcem polynomuf nazyvame kongou

posloupnost polynoim f,, i =12,...,m, definovanych takto:
f, ()= f(x), f,(x)= f'(x),
,1(x) () ()= fu(x) j=2...,m-1
()=qm1() n(%)

(polynom-f,,, je zbyt ek pi déleni polynomuf, ; polynomemf,, f_ je
D(f, f')).

Sturmova véta:

Bud f OR[x]. Neclt je a <2 a f(a)f(8)#0. Pak pdet navzajemiznych
koreni polynomu f (x) = a,x" +...+a,,x+a, lezicich v intervalua, 5) je roven
¢islu o(a)-o(B), kde o(x) je paset znaménkovych zén ve Sturmov fetzci
polynomu f(x)=a,x" +...+a, ,x+a,.

(Pomoci této $ty mizeme ukit presnypocet kaeni daného polynomu ganém
intervalu.)

Sturmiv retézec polynomuf (x) = x* - 2x° + x2 —10x - 20 Ma tytogleny:

(jednotlivé vypdty ¢lenia posloupnosti jsou uvedenydeodatky).

ProtoZe jest(D(f, f') =0, nema polynomf (x) = x* — 2x* + x* —10x— 20
vicenasobné keny (tj. ma pouze jednoduchérkay).



Sestrojme nyni tabulku znamének polynomu ze Stuatetzce v intervalu
(- 321, k vypatu znamének hodnot v jednotlivych bodecizeme vyuZzit také

Hornerovo schéma (ukazkadwedatky:

X | fi(X) | f2(X) | f3(X) | fa(X) | f5(X) O'(X)
3+ - + — -1 3
2+ - + — -1 3
Al - =] +] =] =] 2
0 — — + — —| 2
1| - | = +] = =] 2
2 — + + - -] 2
3 — + + — — 2
4 + + + — -1 1
5 + + + — -1 1
20 | + + + — -1 1

Z tabulky vidime, Ze polynont ma jeden jednoduchy f&n v intervalu(- 2-1)
a jeden jednoduchy ken v intervalu(3 4).



ltera éni metody hledani realnych kdeni polynomu f oR[x]

Metoda pileni intervalu:
Hledame k#en a polynomu f s gresnostie >0. Bud’ (c,,c,) takovy interval, Zg

znaménkaisel f(c,), f(c,) jsou fizna (pak v intervalic,,c,) leZi aspa jeden
kofen polynomuf . Ozna&me c, :%(cl +c,). Pak bd f(c,)=0 aa=c,, nebo

f(c,) #0. Ke konstrukci bodi, pouZijeme ten z intervial(c,,c,),(c,,c,), pro
ktery plati f(c.)f(c,) <0 (tj. ten interval, v jehoZ krajnich bodech mé foak
opa&na zraménka). Popsanymgobem pokréujeme tak dlouho, az nalezne
bud’ ptimo kden a, nebo az plat,_, -c|<e.

U

Metoda tecen (Newtonova metoda):

Predpokladejme, Ze polynomRx] ma jednoduché keny. Necli (a,5) je
takovy interval, uvnitkterého lezi jediny k@n a polynomu f , a nechina
celém intervalua, ) je f'(x) 0, f"(x) 0. Ozn@&me c, to z¢isel a, B, pro rez
plati f(c,)f"(c,)>0, d, druhé zisel a, s, {j. ¢islo, pro &z plati f(d,)f"(d,)<0.
Utvorme posloupnosti

C,C, =C ——3

g fd) o f(dy)
d,,d, =d, f,(Cl),ols_ TR
Potom jedna z posloupnosti je klesajici, druhdorasta ok posloupnosti
konverguji ke kéenua polynomuf .

Metoda s&en (metoda regula falsi):

Predpokladejme, Ze polynorOR[x] ma jednoduché keny. Necli (a,3) je
takovy interval, uvnitkterého lezi jediny k@n a polynomu f , a nechina
celém intervalua, B) je f'(x)#0, f"(x)#0. Ozn&me

_af(p)-pfla)

Cl
t(8)-f(a)
Sestrojme posloupnoét,} predpisem

— Cn—lf(lg)_ﬂf(cn—l)’ n=23....

" f(IB)_ f(cn—l)
Pak posloupnodt,} konverguje ke kienua polynomu f .




Aproximace koieni

Plati f'(x)=4x® -6x? +2x-10, f"(x)=12x* -12x+ 2. UvaZujme nejprve interval
(- 2-1). Protozef(-2)>0,f(-1)<0, f'(x)<0, f"(x) >0, miZzeme pouzit kteroukoli
z uvedenych itekmich metod. Pouzijme n#fglad Newtonovu metodu:

c,=-2

c,=¢, - :((le)) =.1,48571
¢, =c, - ff((f:z)) =.1,26972
¢, =c, - :((2)) =.1,23674
c =c, - :((i‘:)) =-1,23607
d, =-1

d,=d, - :((‘111)) =-1,118779
d,=d, - :((t)) =-1,23283
d, =d, —% =-1,23606

f(c,)=36

f(c,)=8,49584
f(c,)=1,002566

f(c,)=0,0196407

f(d,)=-6

f(d,)=-4,014943
f(d,) =-1,369229

f(d,)=-0,09439

f'(c,)=-70

f'(c,)=-39,333458
f'(c,) =-30,400648

f'(c,) =-29,217155

Vime, Ze posloupnogt,} je rostouci, posloupno$t, } klesajici a

x, =limc, =limd,. Proto

n-oo n- o

x, 0(cs,d, ) = (-1,23607-1,23606



| v druhém intervaly3 4) miZeme pouzit Newtonovu metodu, protoze
f(3)<0, f(4)>0 f'(x)>0, f"(x)>0.

c, =4 f(c,)=84 f'(c,)=158

c,=c, - f,((cl)) =3,468354  f(c,)=18,609368 f'(c,)=91,64985
)

% =0 ) =3,265306  f(c,)=2,06131675 f'(c,)=71,81895
2
C,=C,— ff((%)) =3,236604  f(c,)=0,03712353 f'(c,)=69,24115
3
o _fle)
=% ) =3,236068
0,=3 f(0,)=-14
d,=d, - f,(dl) =3,088608  f(d,)=-9,2721034
f'(c,)
d,=d, - f,(dz) =3,189776  f(d,)=-3,1089784
f'lc,)
d, =d, - f,(dS) =3,233065  f(d,)=-0,2073528
f'(cs)
d, =d, - fld) =3,23606

S—|

f'(c,

Vime, Ze posloupnodt,} je klesajici, posloupnosti,} rostouci a
X, =limc, =limd,. Proto
x, 0(ds,c,) = (323606 3236069
Zavér:
Polynom f(x) = x* - 2x® + x? ~10x - 20 ma dva realné jednoduchéikay. Prvni
z nich v intervalux, 0(-1,23607-123609 a druhy v intervalu
x, (323606 3,236069. Polynom je stuph4, proto ma dalsi dva komplexni
koreny.
* Program DERIVE vSechny keny vypaetl takto:

X, =1+4/5

X, =1-4/5

X3 = iv/5

X, = ~i/5



DODATKY
Hornerovo schéma ve vybranych bodech

1]-2] 1]-10-20
-2] 0] -2| 8]-18 56 -1

1|-4] 9]-2436] 1[-3] 4|-14 -6 |

1]|-2] 1]-1G-20
3]0] 3] 3] 126 4 36 104

111 4] 2|14 1] 2] 9] 26 84]
Vypoéty polynomua Sturmova iretézce

f,(x)= f(x) = x* = 2x* + x* —10x - 20

f,(x)= £'(x) = 4x® —6x? + 2x -10

Ok
1

H

Wk~
1

A

H

S

=
1
N
=
1
=
(a»)
N,
o

o
I
oo

(x* =2x® +x* -10x —20) :(4x® -6x* +2x —-10) = %x —%
_(X4 §X3 +£X2 _§X)
2 2
“leale 15 o
2 2
_(_ixs 30 1, 5,
2 4 4
1, 29 85
-Zx* -=x -—=
4 4 4
X —2x% + x2 ~10x - 20=[ 1x -1 (4X3—6x2+2x—10) 1. +2_9 .8
4 8 4 4 4
1‘3(X)=1 2+§)x+8—5
4 4 4
f,(x): f5(x)
¢ -6  +2x 10 : (—x2 +2749 +%5)_

= (16x> -24x° +8x  —40) :(x2 +29x +85) = 16x —488
- (16x° +464x> +1360)
—-488x*> -135X% -40
—( —488x* —-1415X -4148(
1280k +41440

4%® - 6x2 +2x-10= (16x - 488)(1 X’ +%’ +%5j - (-3200¢-10369

f,(x) = —3200¢~ 10360




e +29 +8—5):(—3600< -1036Q = - 1 2351
4 4 4 14400 1296000
1, 259 85
—-(=x° +—=x +—)
4 360 4
2351 85
bt Ve 4+
360 4
2351 60890%
360 32400
79591
3240(

1X2+§x+8—5:(— 1 _ 2351 j(_3600(_10360_(_ 79591)
4 14400 1296000 32400
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