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Základní pojmy

Binární relace R
Binární relace 
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mezi množinami 
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 je libovolná podmnožina 
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 kartézského součinu množin 
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 a čteme „(prvek) 
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 je v relaci 
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 s (prvkem) 
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Binární relace je:


• reflexivní, jestliže platí 
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• ireflexivní, jestliže platí 
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• symetrická, jestliže platí 
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• antisymetrická, jestliže platí 
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• tranzitivní, jestliže platí 
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• konektivní, jestliže platí 
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Binární relace 
[image: image17.wmf]U

 na množině 
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 se nazývá


• (neostré) uspořádání na množině 
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, je-li reflexivní, antisymetrická a tranzitivní


• ostré uspořádání na množině 
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, je-li ireflexivní, antisymetrická a tranzitivní


• (ostré či neostré) lineární uspořádání na množině 
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, jestliže je (ostrým či neostrým) uspořádáním na 
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 a je navíc konektivní.

Je dána množina 
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a) Určeme výčtem prvků binární relaci 
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b) Určeme 1. a 2. obor binární relace 
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c) Určeme výčtem prvků relaci 
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[image: image28.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

{

}

8

,

4

,

6

,

3

,

8

,

2

,

6

,

2

,

4

,

2

=

R


ad b) první obor 
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ad c) 
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To znamená, že relaci 
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vytvoříme z relace 
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 záměnou pořadí složek ve všech uspořádaných dvojicích relace 
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Nechť M je množina přímek v rovině. Definujme relaci 
[image: image36.wmf]R

 takto: 
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 znamená, že přímka 
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nemá společný bod s přímkou 
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. Které vlastnosti má relace 
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Relace 
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 není reflexivní, protože přímka 
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 má sama se sebou dokonce nekonečně mnoho společných bodů. Relace 
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 je symetrická, protože zřejmě 
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. Relace není tranzitivní. Kdyby byla tranzitivní, znamenalo by to, že nemá-li 
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 není v relaci 
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 sama se sebou.
Zobrazení

Def.I. Zobrazení (funkce) 
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množiny 
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 do množiny 
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 při zobrazení 
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Definiční obor 
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Obor hodnot 
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Def.II. Zobrazením z množiny 
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 do množiny 
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 rozumíme takovou podmnožinu f množiny
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Zobrazení 
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• prosté (injekce), jestliže pro libovolná 
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 (tj. každým dvěma různým vzorům přísluší dva různé obrazy);


• na (surjekce), je-li 
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[image: image92.wmf](

)

(

)

B

f

H

A

f

D

=

=

,

 a 
[image: image93.wmf]f

je prosté).

Binární operace

(Binární) operací ☺ na množině M rozumíme každé zobrazení (celého) kartézského součinu 
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 do M. Není-li definičním oborem celá množina 
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 hovoříme o parciální nebo též částečné operaci.

Říkáme, že operace ☺ na množině 
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• je komutativní, jestliže 
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• je asociativní, jestliže 
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• má neutrální prvek 
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• má agresivní prvek 
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• má inverzní prvek 
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 ke každému prvku 
[image: image118.wmf]c

, jestliže existuje neutrální prvek 
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Grupa

Grupou rozumíme uspořádanou dvojici (G,☺), kde G je neprázdná množina, tzv. nosič grupy G, a ☺ je binární operace na G, která je asociativní, má neutrální prvek a ke každému prvku i prvek inverzní. Je-li navíc operace ☺ komutativní, hovoříme o komutativní (neboli Abelově) grupě.

Číselné těleso

Číselným tělesem rozumíme uspořádanou trojici 
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Obecně číselným tělesem rozumíme každou uspořádanou trojici 
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)

(

)

(

)

z

y

z

x

z

y

x

o

o

o

*

=

*

  (distributivita operace 
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 vzhledem k operaci
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Aritmetický vektor

Nechť T je těleso, n přirozené číslo. Uspořádanou n-tici 
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Rovnost dvou aritmetických vektorů

Dva vektory x, y se sobě rovnají, právě když 
[image: image148.wmf]n

i

y

x

i

i

,...,

2

,

1

,

=

=

.

Součet dvou aritmetických vektorů
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Nulový aritmetický vektor
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Lineární kombinace

Nechť 
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nazýváme lineární kombinací aritmetických vektorů 
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nulová lineární kombinace – jestliže pro prvky 
[image: image158.wmf]T

k

Î

a

a

a

,...,

,

2

1

a vektory 
[image: image159.wmf])

(

,...,

,

2

1

T

V

a

a

a

k

Î

 platí:  
[image: image160.wmf]o

a

a

a

k

k

=

+

+

+

a

a

a

...

2

2

1

1

.
Lineární závislost a nezávislost vektorů

závislé – existuje nulová netriviální lineární kombinace

nezávislé – existuje pouze triviální lineární kombinace

Rozhodněme, zda následující vektory z aritmetického vektorového prostoru R3 nad R jsou lineárně závislé nebo nezávislé.
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Rozhodnout, zda vektory 
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Tato soustava má pouze triviální řešení 
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Pozn. O nezávislosti vektorů 
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 lze rozhodnout též na základě výpočtu determinantu matice soustavy. (Soustava rovnic má pouze triviální řešení právě tehdy, když determinant matice soustavy není 0).
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Určeme reálné číslo 
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 tak, aby vektory 
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Aby vektory  
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nulové řešení.

Odečtením 1. a 2. rovnice od 3. rovnice dostaneme
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Vektor 
[image: image189.wmf]v

 je lineární kombinací vektorů 
[image: image190.wmf]3

2

1

,

,

u

u

u

právě tehdy, když existují 
[image: image191.wmf]R

c

c

c

Î

3

2

1

,

,

 taková, že 
[image: image192.wmf]3

3

2

2

1

1

u

c

u

c

u

c

v

+

+

=

, tzn., když soustava rovnic


[image: image193.wmf]5

7

5

3

6

4

2

1

5

2

3

3

2

1

3

2

1

3

2

1

=

×

+

+

=

+

+

=

+

+

c

a

c

c

c

c

c

c

c

c
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Podle Frobeinovy věty je tato soustava řešitelná právě tehdy, když je hodnost matice soustavy 
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Pamatujme:  
Neexistuje ani jedna oblast matematiky, a to ať je jakkoli abstraktní, která by se jednou nedala aplikovat na jevy reálného světa.

N.I. Lobačevskij

Matice
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Matice symetrická a antisymetrická

Matice 
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 se nazývá symetrická (antisymetrická), jestliže platí 
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Trojúhelníková matice

zobecněná: právě když matice 
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a každý vedoucí prvek je roven 1,



b nad každým vedoucím prvkem jsou ve sloupci pouze 0.

Čtvercové matice: regulární 
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(Regulární maticí nazýváme čtvercovou matici n-tého řádu, jejíž hodnost je rovna 
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Matice 
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 EMBED Equation.3  
 K regulární matici existuje inverzní matice.

Řádkový prostor

Řádkovým prostorem matice 
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Hodnost matice
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Elementární úpravy

Elementární řádkové (sloupcové) úpravy:



a změna pořadí řádků (resp. sloupců) matice 
[image: image260.wmf]A


b nahrazení řádku (resp. sloupce) matice 
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 jeho α‑násobkem, kde 
[image: image262.wmf]0

,

¹

Î

a

a

T

.
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 jeho součtem s α‑násobkem, 
[image: image264.wmf]T

Î

a

, jiného řádku matice 
[image: image265.wmf]A

.

d vynechání řádku (resp. sloupce), který je lineární kombinací ostatních řádků (resp. sloupců)

Dvě matice jsou ekvivalentní, právě když lze jednu z druhé získat konečným počtem elementárních úprav řádků.

Určeme hodnost matice
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Pomocí elementárních řádkových a sloupcových úprav převedeme matici A na ekvivalentní zobecněnou trojúhelníkovou matici:
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Hodnost matice 
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 je 3.

Rovnost matic
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(Z a,b,c,e plyne, že množina matic daného typu (m,n) nad tělesem T tvoří komutativní grupu.)

Sečtěme matice 
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α‑násobek matice

Nechť 
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Vypočítejme matici 
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Rovnice je ve tvaru 
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Určíme tedy matici 
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Zkouška:
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Součin matic

Nechť je dána matice
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Píšeme 
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Určeme součin matic 
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Záměnné matice

Jsou matice 
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, pro které platí 
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Frobeinova věta

soustava rovnic je řešitelná právě tehdy, když hodnost matice soustavy 
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Adjungované matice

Určeme adjungovanou matici adj A k matici A.
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Adjungovanou matici adj A vypočítáme tak, že každý prvek matice A nahradíme jeho algebraickým doplňkem a takto získanou matici transponujeme:
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Inverzní matice

Buďte 
[image: image339.wmf]B
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 čtvercové regulární matice stupně n. Řekneme, že 
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je inverzní matice k matici 
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, jestliže 
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 je jednotková matice. 

Určeme inverzní matici A-1 k matici A.
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Určeme inverzní matici A-1 k matici A.
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Řešení 1
Zjistíme determinant dané matice a matici adjungovanou. Je-li determinant nenulový, platí vztah
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 vypočteme snadno pomocí Sarrusova pravidla:
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Řešení 2
Pomocí jednotkové matice:
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Zkoušku správnosti lze provést ověřením platnosti vztahu 
[image: image355.wmf]E
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 je jednotková matice.

Řešme soustavu rovnic
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Jedná se o soustavu tří rovnic o třech neznámých, přičemž determinant matice soustavy 
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takže soustava má právě jedno řešení. 

Řešení 1
Úpravou rozšířené matice soustavy (Gaussova eliminační metoda):
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Znovu jsme se přesvědčili, že soustava je řešitelná, neboť 
[image: image360.wmf](
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 počet neznámých), takže řešení je právě jedno.

Z poslední upravené rovnice vidíme, že 
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Řešení 2
Užitím Cramerova pravidla:
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 nahrazením i-tého sloupce pravými stranami soustavy.

Takže
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Řešení 3
Pomocí inverzní matice 
[image: image371.wmf]1
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k matici soustavy 
[image: image372.wmf]A

:

Danou soustavu lze přepsat ve tvaru rovnice:
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Řešení této rovnice určíme tak, že vynásobíme zleva obě strany rovnice maticí 
[image: image374.wmf]1

-

A

 inverzní k matici 
[image: image375.wmf]A

.

Známým způsobem (inverzní matice) zjistíme, že 
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Proto po dosazení do rovnice:
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Odsud vidíme, že  
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Pamatujme: 

„Matematika je jen tehdy mocným nástrojem, když spolu s ní se zavádí něco nového, když vůbec do hloubky vnímá jak fyziku, tak i matematiku, když užívá právě ty metody, které jsou pro daný případ nutné.

Zkouší-li bezmyšlenkovitě aplikovat matematický aparát a snaží-li se kompenzovat nedostatek pochopení podstaty věci matematickými formulemi, pak má stejně malou pravděpodobnost, že se dobere výsledku, jako má dítě začínající mluvit, že napíše báseň.“

A.N. Krylov

 Permutace, determinanty a jejich užití

Pořadí prvků

Buď 
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 (tj. větší číslo se v pořadí vyskytuje před menším číslem).

Permutace

Permutací 
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[image: image394.wmf]{

}

n

x

,...,

2

,

1

Î

je 
[image: image395.wmf]x

x

j

i

=

)

(

p

. Množinu všech permutací množiny 
[image: image396.wmf]{

}

n

,...,

2

,

1

 značíme 
[image: image397.wmf]n

S

. Inverzní zobrazení 
[image: image398.wmf]1

-

p

 k permutaci 
[image: image399.wmf]p

nazýváme inverzní permutací k permutaci 
[image: image400.wmf]p

. Říkáme, že permutace je v základním tvaru, jestliže pořadí vzorů je 
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Inverzní permutace

Inverzní permutaci vytvoříme výměnou řádků.

Znaménko permutace π

Znaménkem permutace 
[image: image402.wmf]p

 rozumíme celé číslo 
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 je počet všech inverzí v pořadí vzorů a 
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Můžeme postupovat dvěma způsoby. Buď určíme počet inverzí v pořadí vzorů a v pořadí obrazů (a), nebo nejprve zapíšeme permutaci v základním tvaru (b). Tedy

a) inverze v pořadí vzorů: 
[image: image413.wmf](

)

4

0

0

2

2

2

,

1

,

4

,

3

=

+

+

+


inverze v pořadí obrazů 
[image: image414.wmf](

)

3

0

1

2

0

2

,

3

,

4

,

1

=

+

+

+


Znaménko permutace je 
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b) permutace zapsaná v základním tvaru je 
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Determinant matice A

Buď 
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 HYPERLINK  \l "_Matice" 
čtvercová matice n-tého řádu nad tělesem 
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. Determinantem matice 
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Jinak definováno: Determinantem n-tého stupně matice
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nazýváme číslo 
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kde se sčítá přes všechny permutace 
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 udává počet inverzí v permutaci 
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· Determinant matice A je součet součinů; v každém součinu se vyskytuje z každého řádku i sloupce právě jeden prvek. Na druhé straně každý prvek řádku či sloupce se vyskytuje aspoň v jednom sčítanci.

· Determinant trojúhelníkové matice je roven součinu prvků na diagonále.

· Vznikne-li matice 
[image: image435.wmf]B

 ze čtvercové matice 
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 n-tého řádu výměnou dvou řádků, resp. sloupců, potom 
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· Platí det A = det AT.

· Věta o součtu determinantů: 
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)

(

)

(

)

n

i

n

i

n

i

i

i

i

a

b

a

a

a

a

a

a

b

a

a

a

a

,...,

,...,

det

,...,

,...,

det

,...,

,

,

,...,

,

det

1

1

1

1

2

1

+

=

+

+

-


· Věta o vytýkání konstanty ze řádku: 
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· Buď
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 čtvercová matice stupně 
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. Jestliže matice 
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 vznikne z matice 
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· Věta o součinu dvou determinantů
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· Hodnota determinantu se nezmění, jestliže k danému řádku, resp. sloupci přičteme libovolnou lineární kombinaci ostatních řádků, resp. sloupců.

· Determinant regulární (singulární) matice je vždy různý od nuly (roven nule).

Spočtěme determinant pátého stupně
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1. elementární transformace sloupců matice 

2. (Lapleceův) rozvoj podle prvního řádku
Minor (subdeterminant)

Minorem (subdeterminantem) 
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 z čtvercové matice 
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 příslušným prvku 
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 vynecháním některých (libovolných) řádků a některých sloupců, nazýváme dílčí maticí matice 
[image: image457.wmf]A

. Determinant každé čtvercové dílčí matice nazýváme subdeterminantem matice 
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Cramerovo pravidlo

Je-li matice
[image: image472.wmf]A

 regulární, pak rozšířená matice má právě jedno řešení, jež se vypočítá 
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vznikne z matice 
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 nahrazením i-tého sloupce pravými stranami.

Pomocí Cramerova pravidla řešme soustavu
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Zkouška:
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Vektorový prostor

Vektorový prostor

Nechť 
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Rozhodněme, zda množina 
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Užitím Gaussovy eliminační metody zjistíme, že tato soustava je ekvivalentní se soustavou
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která má zřejmě nekonečně mnoho řešení závislých na 2 parametrech.

Množinu všech řešení soustavy lze zapsat např. ve tvaru
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Jinou bázi téhož vektorového prostoru určíme jednodušším způsobem úpravou matice
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Řádky matice 
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Tato soustava má nekonečně mnoho řešení závislých na jednom parametru. Množinu řešení lze zapsat například ve tvaru
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c Ortonormální bázi vektorového prostoru 
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Množina 
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Ortonormální bází prostoru 
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Pamatujme: 

„I kdyby byl naším údělem dlouhý život, bylo by nutné šetrně si rozdělit čas, aby stačil na nezbytné záležitosti. Jaké šílenství učit se zbytečnosti v tak velké časové tísni, v níž jsme.“

Seneca

Lineární zobrazení, isomorfismus vektorových prostorů

Lineární zobrazení
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Takto lineární algebra rozhodně nekončí, končí jen má práce.
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