Univerzita Karlova v Praze
Pedagogicka fakulta

SEMINARNI PRAC}E Z ALGEBRY
ELEMENTY LINEARNI ALGEBRY

1999/2000 CIFRIK



PREHLED DEFINIC A POJMU

Zakladni pojmy
Binarni relace R
Binarni relace R mezi mnozinami A4,B je libovolna podmnozina R kartézského soucinu
mnozin A,B.Prodvaprvky a € 4, b € B takové, ze (a,b) € R, piSeme téZ aRb a Cteme
»(prvek) a je vrelaci R s (prvkem) b .

Binarni relace je:
« reflexivni, jestlize plati Vx € M : xRx
« irefleXivni, jestlize plati Vx € M : non xRx
* symetricka, jestlize plati Vx,y e M : (ny = ny)
* antisymetricka, jestlize plati Vx,y e M : (ny A ny) =>x=y
* tranzitivni, jestlize plati Vx,y,ze M : (ny A yRZ) = xRz
* konektivni, jestlize plati Vx,ye M : (ny VX=YV ny)

Binarni relace U na mnoziné M se nazyva
* (neostré) usporadani na mnoziné M , je-li reflexivni, antisymetricka a tranzitivni
* ostré uspofadani na mnoziné M , je-1i ireflexivni, antisymetricka a tranzitivni
* (ostré ¢i neostré) linearni uspofadani na mnozin€ M , jestlize je (ostrym ¢i neostrym)
uspofddanim na M a je navic konektivni.

Piiklad 1.

Je dana mnozina A ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

a) UrCeme vyctem prvka binarni relaci R = ([x, y] €A X/ YAX<YAX> 1)

b) Ur¢eme 1. a 2. obor binarni relace R .

¢) Uréeme vyétem prvki relaci R~ doplitkovou k R.

ad a) R={[24][2,6][2.8][3.6][4.8] }

ad b) prvni obor O,(R)={2,3,4}, druhy obor O, (R)={4.,6,8}

ad c) V[x,y]e 4%;[x,y]e R <[y, x]eR

To znamena, e relaci R~ vytvoiime z relace R zaménou potadi slozek ve viech
uspofadanych dvojicich relace R . Tedy

R ={[4.2][6.2}[8.2] [63] [8.4] }
Piiklad 2.
Necht' M je mnozina piimek v roving. Definujme relaci R takto: pRg znamena, ze piimka
p nema spole¢ny bod s pfimkou ¢ . Které vlastnosti ma relace R ?

Relace R neni reflexivni, protoze pfimka p ma sama se sebou dokonce nekone¢né mnoho
spole¢nych bodl. Relace R je symetrickd, protoZe ziejmé p ma spolecny bod s g, pravé kdyz
g ma spole¢ny bod s p . Relace neni tranzitivni. Kdyby byla tranzitivni, znamenalo by to, Ze
nema-li p spole¢ny bod s g a soucasné nema g spoleény bod s 7, pak p nema spole¢ny bod
S r. Zvolme specialné p # q, pRq , tj. p # q, p"q, a r=p.Pak ziejmé pRq,qRp, ale p neni
vrelaci R sama se sebou.



PREHLED DEFINIC A POJMU

Zobrazeni

Def.l. Zobrazeni (funkce) f mnoziny 4 do mnoziny B (oznaceni f : A — B) je jakakoli
relace mezi mnozinami 4, B takova, ze pro kazdé a € A existuje praveé jeden prvek b € B
takovy, ze (a,b)e f . Prvek b nazyvame hodnotou zobrazeni f v bod¢ a (pfip. obrazem
prvku a ptizobrazeni f') a piSeme stru¢né b = f (a). Prvek a nazyvame vzorem prvku b pfi
zobrazeni f .

Definiéni obor D(f) zobrazeni f je mnozina D(f)={x e 4;3b B:b= f(x)}.

Obor hodnot H(f) zobrazeni f je mnozina H(f)={yeB;axe 4:y = f(x)}

Def.1l. Zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B rozumime takovou podmnozinu f
mnoziny Ax B, pro kterou plati:

(Vx e A)(Vy,y, € DX, y) € f A(x,1,) € f1= ¥ =,

Zobrazeni f:A— B se nazyva
* prosté (injekce), jestlize pro libovolna x,,x, € D(f) plati: Je-li x, #x,, je
fx,)# f(x,) (4. kazdym dvéma riznym vzoram p¥ishusi dva rizné obrazy);
« na (surjekce), je-li H(f)=B;
* vzajemn¢ jednoznacné (bijekce), jestlize je zaroven prosté a na (tj.
D(f):A, H(f):B a f je prosté).
Binarni operace

(Binarni) operaci ® na mnoziné¢ M rozumime kazdé zobrazeni (celého) kartézského soucinu
M xM do M. Neni-li defini¢nim oborem cela mnozina M x M hovofime o parcialni nebo téz
castecné operaci.

Rikame, Ze operace © na mnozing M
* je komutativni, jestlize (Va,beM) a ©b=b © a
* je asociativni, jestlize (Va,b,ce M) (a © b)©c=a © (b ©c),
« ma neutralni prvek n, jestlize (Ine M)(VceM) n©c=con=c
« ma agresivni prvek a, jestlize (Jae M)(VeeM) a© c=c©a=a
 mé inverzni prvek ¢ ke kazdému prvku c, jestlize existuje neutrdlni prvek n a plati
(VCGM)(EIC’l eM) coc'=c'o@c=n.

Grupa
Grupou rozumime uspofadanou dvojici (G, © ), kde G je neprazdna mnoZzina, tzv. nosi¢ grupy
G, a © je bindrni operace na G, ktera je asociativni, mé neutrdlni prvek a ke kazdému prvku 1
prvek inverzni. Je-li navic operace © komutativni, hovotime o komutativni (neboli Abelov¢)
grup¢.
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Ciselné téleso
Ciselnym télesem rozumime uspotradanou trojici (T ,+,-), kde T je podmnozina mnoziny
komplexnich ¢isel C takova, ze 0 T,1eT a plati:
(Vx,yeT)x+yeT Anx.yeT)(je uzaviena na s¢itani a nasobent)
(Vx eT)(—1).x €T (je uzaviena na opacné prvky)

1
(Vx e T)(x #0 = — €T) (je uzaviena na pievracené hodnoty nenulovych prvki)
X

Obecné Ciselnym télesem rozumime kazdou uspotadanou trojici (T ,*,o), kde T je aspon
dvouprvkova mnozina; *,0 jsSou operace na T a plati (x, v,zeT ):

X*xy=yp*x Xoy=yoXx
(v y)rz=ocx(yxz) (xoy)oz=xo(yoz)
(F0eT)(Vx) O*xx=x 31eT)(Vx) lox=x
(Vx)3—xeT) x*(—x):() (Vxz0)@Ex" €T) xox™' =1

(x*y)oz=(xoz)*(yoz) (distributivita operace o vzhledem k operaci )

Aritmeticky vektor
Necht' T je téleso, n piirozené Cislo. Uspofadanou n-tici x = {x1 3 Xy e X, }, kde
x, €T,i=12,.,n, nazveme n-rozmérnym aritmetickym vektorem nad télesem T. Prvek x,
nazyvame i-tym ¢lenem aritmetického vektoru x . MnoZzinu vSech n-rozmérnych aritmetickych
vektorii nad T budeme znacit V,(T).

Rovnost dvou aritmetickych vektori
Dva vektory X, y se sob¢é rovnaji, pravé kdyz x, = y,, i =1,2,...,n.

Soucet dvou aritmetickych vektori

x+y=(x+3,% +15500X, +,)
a-nasobek
ax = {axl,axz,...,axn}
Nulovy aritmeticky vektor
0= (O, 0,...,()) , tj. vSechny ¢leny jsou rovny nulovému prvku télesa T.

Linearni kombinace
Necht a,,a,,...,a, jsouvektoryz V (T) , a,,,,....,a, prvky z T. Aritmeticky vektor

X=o,a, ta,a, +..+ta,a,

nazyvame linearni kombinaci aritmetickych vektori a,,a,,...,a, S koeficienty ¢,,a,,...,c, .

trivialni linearni kombinaci - nazyvame linearni kombinaci, kterd ma vSechny koeficienty
rovné nulovému prvku 0 z télesa T

netrivialni linearni kombinaci — jestlize je aspon jeden koeficient riizny od 0

nulova linearni kombinace — jestlize pro prvky ¢,,,,...,a, € T a vektory

a,,a,,...a, €V(T) plati: o,a, +a,a,+...+a,a, =o.
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Linearni zavislost a nezavislost vektoru

zavislé — existuje nulova netrividlni linearni kombinace
nezavislé — existuje pouze trividlni linedrni kombinace

Piiklad 3.
Rozhodnéme, zda nasledujici vektory z aritmetického vektorového prostoru R® nad R jsou
linearné zavislé nebo nezavislé.

u=032,7). v=(1L1), w=(2,03)

Rozhodnout, zda vektory u, v, w jsou linearné zavislé resp. nezavislé, znamena rozhodnout,
zda rovnice c,u+c,v+c, w=0 ma nenulové resp. pouze nulové feseni. Tuto rovnici lze
prepsat na soustavu

3¢, +c, +2¢,; =0

2¢, +c, =0.

Tc, +c, +3¢c; =0
Tato soustava ma pouze trividlni feseni ¢, =c, =c, =0, takze vektory u, v, w jsou LN.
Pozn. O nezavislosti vektort u, v, w 1ze rozhodnout téz na zaklad¢é vypoctu determinantu

matice soustavy. (Soustava rovnic ma pouze triviadlni feSeni pravé tehdy, kdyZ determinant
matice soustavy neni 0).

31 2
21 0|=9+4+0-14-0-6=-7#0 = linearné nezavisle
7 1 3

Piiklad 4.
Urceme realné ¢islo b tak, aby vektory u, v, w z aritmetického vektorového prostoru

R’ nad R byly linearné zavislé.
u=(123), v=(3L4), w=(b4l11)

Aby vektory u,v,w byly linearné zavislé, musi existovat ¢isla ¢,,c,,c, € R, Z nichz aspon
jedno je nenulové, a plati c,u+c,v+c, w=0. Zkoumame tedy, pro které hodnoty parametru
b ma soustava
¢, +3c,+b-c; =0
2c,+ ¢, +4c, =0
3¢, +4c, + 1lc; =0
nulové feSeni.
Odectenim 1. a 2. rovnice od 3. rovnice dostaneme
(7-b)c, =0.

Snadno zjistime, ze pro b= 7 je ¢; =c¢, =c, =0 apro b =7 ma soustava nekone¢né¢ mnoho

feseni, tedy pro b =7 jsou vektory u,v,w linearn¢ zavislé.
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Priklad 5.
Urceme vSechny hodnoty a € R, pro které je vektor v linearni kombinaci vektord u,,u,,u;.

u, =(3.25) u,=(247) u,=(6.a) v=(35)

Vektor v je linearni kombinaci vektort u,,u,,u,pravé tehdy, kdyz existuji c,,c,,c; € R
takova, Ze v=c,u, +c,u, +c;u,, tzn., kdyz soustava rovnic
3¢, +2¢c, +5¢; =1
2¢, +4c, +6c; =3
S5¢, +7c, +a-cy; =5
ma aspon jedno feSeni.
Podle Frobeinovy véty je tato soustava fesitelna pravé tehdy, kdyz je hodnost matice soustavy

3 25
A=| 2 4 6
5 7 a
rovna hodnosti rozsifené matice soustavy
3 25
A= 2 4 6| 2
5 7 a
Matici A4' upravime na trojuihelnikovy tvar:
3 2 511 3 2 511 3 2 511 3 2 511
A= 2 4 6|2 |~ 2 4 612 |~ 0 8 817 |=| 0 8 8 |7
57 a|5) 01 a-11|1) |0 1 a-11]1 OOa—12é

Vidime, ze pro a =12 je h(é) = h(é‘) =3, tedy soustava je fesitelna (protoze hodnost matice
soustavy je rovna poctu neznamych, je toto fesSeni pravé jedno). To znamena, Ze vektor v je
linearni kombinaci vektort u,u,,u, pro libovolné realné a #12.

Pamatujme:

Neexistuje ani jedna oblast matematiky, a to at’ je jakkoli
abstraktni, kterd by se jednou nedala aplikovat na jevy redlného svéta.
N.I. Lobaéevskij
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Matice

Necht' T je téleso. Obdélnikovou tabulku prvki z T sestavenych do m fadka a n sloupci

nazyvame matici typu (m,n) nad t&lesem T. Je-li m = n, hovotime o &tvercové matici n-tého

fadu.

Matice A pitazuje kazdé dvojici (i,k),i =1,2,...,m, k=12,..,n prvek z T, ktery oznatujeme

a, anazyvame prvkem matice A V i-tém fadku a k-tém sloupci. Matici A zapisujeme
a;1,A15,...,44,

Ay1,A554e0050,y

A= !
aml s am2 900> amn
nebo zkracené
A=\a, )i=1..m.
= ( ik )k=1,--~ﬂ

> in

pokud je z textu znamo m, n, piseme pouze A =(a, ). Aritmeticky vektor(a,,a,,.....a,, ) se
nazyva i-ty radek, aritmeticky vektor (a1 oopgees amk) k-ty sloupec matice 4 .
Diagonala a diagonalni matice
Necht' 4 =(a, ) je matice typu (m,n). Aritmeticky vektor (a,,,a,,.,...,a,, ), kde » =min(m,n),
se nazyva (hlavni) diagonala matice 4.Prvky a,,i=1,2,,...,r, se nazyvaji diagonalni prvky.
Matice 4 = (al.k ), kterd ma mimo hlavni diagondlu samé 0, tj. a, =0 pro i # k, se nazyva
diagonalni.
Jednotkova matice
Jednotkovou matici 4 n-tého fadu nazyvame diagonalni matici £ = (eik) n-tého fadu, pro niz
plati e, =1 pro vSechna i =1,2,...,n. (Jednotkova matice stupné n je ctvercova matice
E= (el.k) stupné N majici v hlavni diagonale vSude prvek 1 a vSude jinde prvek 0.)
Transponovana matice
Transponovana matice k matici 4 = (a,, ) typu (m,n) je matice B" =(b,, ) typu (n,m), pro
kterouplati a, =b,, i=12,.,m, k=12,..,n.(Transponovanou matici AT dostaneme z
matice A4 tak, ze vzajemné vyménime fadky a sloupce v matici 4).

Piiklad 6.
Urceme transponované matice k maticim

2 4 -1 1 2 3

A=|5 -2 -3 | B=| 0 -2 1

4 0 1 -3 6 -3

2 5 4 1 0 -3

A=l 4 -2 0|, B"'=|2 -2 6

-1 -3 1 3 1 -3
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Matice symetricka a antisymetricka
Matice A se nazyva symetricka (antisymetricka), jestlize plati
A=A"(4=-4").
Trojuhelnikova matice
zobecnéna: pravé kdyz matice A =(a, ) typu (m,n)
& ma pouze nenulové fadky,
2jsou-li a,,a, vedouci prvky takové, Zei < r, pak k <.
redukovana: pravé kdyz je u zobecnéné trojuhelnikova matice 4 = (al.k) typu (m, n)
& kazdy vedouci prvek je roven 1,
2 had kazdym vedoucim prvkem jsou ve sloupci pouze 0.
Ctvercové matice: reguliarni x singularni
Ctvercovou matici 4 n-tého fadu nazveme regularni jestlize hod A=n,

¢tvercovou matici 4 n-tého fadu nazveme singularni jestlize hod A < n.

(Regularni matici nazyvame ¢tvercovou matici n-té¢ho fadu, jejiz hodnost je rovna n .
V opaéném pripadé¢ mluvime o singularni matici.)
Matice A4 je regularni je-li determinant det 4 # 0. K regularni matici existuje inverzni matice.

Radkovy prostor
Radkovym prostorem matice 4 rozumime podprostor vektorového prostoru ¥, (T')
generovany vSemi fadky matice 4.

Hodnost matice

Hodnosti matice 4 = (al.k) typu (n, m) nazyvame dimenzi jejiho fadkového prostoru.

Elementarni Gapravy

Elementarni fadkové (sloupcové) tpravy:
& zména poradi radkd (resp. sloupcti) matice 4
® hahrazeni Fadku (resp. sloupce) matice 4 jeho a-nasobkem, kde €T, a # 0.
€ nahrazeni fadku (resp. sloupce) matice 4 jeho souctem s a-nasobkem, o e T,
jiného fadku matice 4.
d vynechani fadku (resp. sloupce), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadki
(resp. sloupctr)

Dvé matice jsou ekvivalentni, praveé kdyz 1ze jednu z druhé¢ ziskat konecnym poctem

elementarnich uprav radku.

Piiklad 7.
Uréeme hodnost matice

3 -2 1 0
4 0 2 -3
A=
- 11 -4 13 -1
2 -1 5 1
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Pomoci elementarnich fadkovych a sloupcovych uprav prevedeme matici A na ekvivalentni
zobecnénou trojuhelnikovou matici:

3 -2 1 0) (-1 2 5 1) (-1 2 5 1
0 2 -3 (=2 3 1 0 0 -1 -9 -2
11 -4 13 -1| | 0 4 2 -3| 4 2 -3

2 -1 5§ 1) (-4 11 13 -1 0 5 11 -1

i
i

[e)

-1 2 5 1
0 -1 -9 -2
0 0 -34 —11|
0 0 -34 —11

i

[

|
—_

-9 =2
0 =34 -11

Hodnost matice 4 je 3.

Rovnost matic
Matice 4 = (a, ) typu (m,n) a B=(b, ) typu (r,s) se sobé rovnaji, pravé kdyz plati: m =r,

n=s, a, =b, provsechna i=12,...m, k=L2,.,n.

Soucet matic
Necht’ jsou dany matice 4=(a, ) ,B = (b, ) téhoz typu (m,n) nad tym télesem T. Soudtem
matic 4 a B nazyvame matici C = (cik) typu (m,n) definovanou piedpisem
c, =a, +b,,i=12,...m k=12,...,n.
PiSeme C=A4+B.

Plati:

*A+B=B+4 PA+(B+O)=(4+B)+C

CA+0=0+4=4 Y(4+B) =4"+B'

E_A=(- ,k), kde —a, je opaény prvek k a, Vtélese T, — A4 je matice opac¢na k matici A, tj

(Z a,b,c,e plyne, ze mnozina matic daného typu (m,n) nad télesem T tvoii komutativni grupu.)

Piiklad 8.
Sectéme matice 4 a B.

2 4 -1 1 2 3
A=|5 -2 -3| B=| 0 -2 1
4 0 1 3 6 -3
241 442 —1+43 36 2
A+B=| 540 -2-2 -3+1|=|5 -4 -2

4-3 0+6 1-3 1 6 -2
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a-nasobek matice

Necht 4 = (a[k) je matice typu (m,n) nad télesem T. Soucinem prvkli o € T a matice 4

nazyvame matici C = (cik) typu (m,n) definovanou ptredpisem
C, =a-q,,i1=12,...mk=12..,n.
PiSeme C=a-4.

Priiklad 9.
Ur¢eme matici D=-24+3B.

2 4 -1 1 2 3
A=|5 -2 -3|, B=| 0 -2 1
4 0 1 -3 6 -3
—22  —24  -2(-)) 3.1 32 33
D=|-25 —2.(=2) -2.(=3)|+| 3.0 3.(=2) 3.1 |=
—24 -20 -21 3.(-3) 3.6 3.(-3)
4 -8 2 3 6 9 -1 -2 11
=|-10 4 6|+ 0 -6 3|=[-10 -2 9
-8 0 -2 (-9 18 =9 (-17 18 -11

Priklad 10.
Vypoditejme matici X z rovnice

M S

Rovnice je ve tvaru 4- X = B a budeme ji feSit vynasobenim obou stran rovnice inverzni

matici 4~ zleva: 4 -A-X=A4""-B,takze X=4""-B.

Uré&ime tedy matici 4~

oN |~

_ 6 -5 1 0y (6 0] -9 15
4 -3 01 3 3 3 3
(2303
4 = 2 2
-2 3
3 5
_3 9 (=1 3
X=4"B=|"3 3 ( j= P
2 3)\U7 2) |23
Zkouska:
]
6 —5 ) -1 3
4 -3)1 o 7 2

-2

98] SRRV
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Soucdin matic
Necht’ je d4na matice 4 = (a,, ) typu (m,n) a matice B =(b, ) typu (n, p), obé nad tymz
télesem T. Soucinem matic 4, B (v tomto pofadi!) nazyvame matici C = (cik) typu (m, p)
definovanou ptedpisem

in~nk

n
Cy = apby +anby +.+a,b, =Y ab,, i=12,..mk=12..p.
Jj=1

PiSeme C = 4-B. (Podminku pro typy matic pii ndsobeni si miiZzeme zapamatovat pomoci

formalniho vztahu (m,n)(n,p) = (m,p).) I! Nasobeni matic neni komutativni !!!
Piiklad 11.
Ur¢eme soucin matic C=A4-B
2 4 -1 1 2 3
A=|5 -2 -3 | B=| 0 -2 1
4 0 1 -3 6 -3

a,, =2.1+4.0+(-1.(-3)=5

a,, =22+4.(-2)+(-1).6=-10
a,; =23+4.1+(-1.(-3)=13

a,, =51+(-2).0+(-3).(-3)=14
a,, =52+ (-2).(-2)+(-3).6=—4
Ay, =53+(-2).1+(-3).(-3)=22
a;, =4.1+0.0+1.(-3) =1

a,, =42+0.(-2)+1.6=14

a,; =43+0.1+1.(-3)=9, tedy

5 -10 13
A-B=|14 -4 22
1 14 9

Zaménné matice
Jsou matice 4, B, pro které plati AB=BA.

Frobeinova véta

k0 sk
soustava rovnic je feSitelna pravé tehdy, kdyz hodnost matice soustavy 4 =[ . x J :

')

k%
Jje rovna hodnosti matice roz§ifené A4, = [

* 3k

10
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Adjungované matice

Priklad 12.
Urc¢eme adjungovanou matici adj A k matici A.

2 4 -1
A= 5 -2 -3
4 0 1

Adjungovanou matici adj A vypocitame tak, ze kazdy prvek matice A nahradime jeho

algebraickym doplitkem a takto ziskanou matici transponujeme:
T

‘—2 -3 ‘5 -3 |5 =2

0 1 4 1P g4 0 -2 -17 8 (-2 -4 -14
4 -1 2 -1 2 4

adj A=| - - =| -4 6 16| =|-17 6 1
0 1 41 40 14 1 -24 8 16 —24
4 -1 2 —1] |2 4 B B B
-2 -3 5 =3 |5 =2

Inverzni matice
Bud'te 4, B ¢tvercové regularni matice stupnd n. Rekneme, e B je inverzni matice k matici A
nebo ze A je inverzni matici k matici B, jestlize A-B=B-A=E, kde E je jednotkova
matice.

Piiklad 13.
Ur&eme inverzni matici A™* k matici A.

23 0
A= 0 1 -1
-1 2 0
2 3 0] 100 23 0] 100 23 0] 1 0 0
0 1 -1 01 0]~01-1|0T1UO0I|=01-1|0 1 0]/|=
-1 2 0] 0 01 07 0] 102 00 71| 1 -7 2
1 0 0) (14 0 4 0 -6 70 0] 2 0 -3
~ 1 0 2(= 0 7 1 0 [0 7 0] 1 0 2|=
1 -7 2 0 0 1 -7 2 00 7|1 -7 2
2, 23
0 0] 7 7 2 0 -3
ot ol L o 2l 42kl o0 2
001? ; 27 2
7 7 7

11
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Piiklad 14.
Uréeme inverzni matici A k matici A.
2 4 -1
A=| 5 -2 -3
4 0 1
Reseni 1 Zjistime determinant dané matice a matici adjungovanou. Je-li determinant
nenulovy, plati vztah
4_“01]‘4
det 4
det A vypocteme snadno pomoci Sarrusova pravidla:
2 4 -1
detA=|5 -2 -3|=-4+0-48-8-0-20=-80,
4 0 1
vypocet adj A je uveden v piedchozim piikladé,
proto
| -2 -4 -14
A =——|-17 6 1
80
8 16 -24
Reseni 2 Pomoci jednotkové matice:
2 4 -1 100 2 4 -1 1 00
5 -2 =31 01 0|~|0 -24 -1| -5 2 0|~
4 0 1] 0 0 1 0 -8 3| -2 0 1
2 4 -1 1 0 0 -20 -40 0| -9 2 -3
~[0 =24 -1|] -5 2 0|= 0 240 0 51 -18 -3 |=
0 0 -10 1 2 -3 0 0 -10 1 2 -3
3 6 21
-120 0 0| -3 -6 =21 1 00 120 120 120
51 18 3
~ 0 240 0 51 =18 -=-3|~|0 1 O | -
240 240 240
0 0 -10 1 2 -3 0 0 1 1 ) 3
10 10 10
3 6 21
120 120 120 -2 -4 -14
/i PRSELER . A (R Y R 1
- 240 240 240 80
1 2 3 8 16 -24
10 10 10

Zkousku spravnosti Ize provést ovéfenim platnosti vztahu 4-4"' =4~ -A=E, kde E je
jednotkova matice.

12
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_ Priklad 15.
Resme soustavu rovnic
2x, +3x, = 1
x, —x; = -1
-x, +2x, = 2

Jedna se o soustavu tfi rovnic o tfech neznamych, pti¢emz determinant matice soustavy

2 3 0
det A= 0 1 —-1|=7=0,
-1 2 0
takze soustava ma praveé jedno feseni.
Reseni 1 Upravou rozsifené matice soustavy (Gaussova elimina¢ni metoda):
2 3 0 1 07 0 5 1 -2 0] -2
A= 0 1 -1 | —-1|=] 0 1 -1 | —-1|=| O 1 -1 -1

-1 2 0 2 -1 2 0 2 o o0 7 12
Znovu jsme se presveédcili, ze soustava je feSitelnd, nebot’ h(é) = h(é‘) =3 (Frobeinova véta;
A" je matice rozsifena) a h(é) =n (n pocet neznamych), takze feSeni je praveé jedno.

L. 12 5 4
Z posledni upravené rovnice vidime, ze 7x, =12, takZe x, = rR Podobné X, = - X = 7
ReSeni 2 Uzitim Cramerova pravidla:
det 4,
X, = :
det 4

kde matice 4, vznikne z A nahrazenim i-t¢ho sloupce pravymi stranami soustavy.
Takze

1 3 0
-1 1 -1
2 2 0 —4
_x] = = —
7 7
2 1 0
0 -1 -1
-1 2 0 5
x2 = 7 = —
2 3 1
0 1 -1
-1 2 2 12
Xy = =—
7 7

13



PREHLED DEFINIC A POIMU

Reseni 3 Pomoci inverzni matice 4~k matici soustavy A :
Danou soustavu Ize pfepsat ve tvaru rovnice:
2 3 0)(x 1
0 1 -1 ||x,|=]|-1
-1 2 0)\x, 2

9 X 74z . v > , ’ v . s s -1 . ’
Reseni této rovnice urc¢ime tak, Ze vynasobime zleva obé strany rovnice matici 4 inverzni k

matici A4

Znamym zpusobem (inverzni matice) zjistime, Ze

2 0 -3
=L 0 2]
- 7
1 -7 2
Proto po dosazeni do rovnice:
2oy 3
1 0 0)(x 7 7 1
1 2
01 0l|x,|=|= 0 —=|]-1
7 7
0 0 1 X, 1 | 2 2
7 7
X, -4
1
x2 :;' 5
X, 12
Odsud vidime, Ze Xlz—ﬂ, XZ:E, X3:E.
7 7 7

Pamatujme:

.Matematika je jen tehdy mocnym ndstrojem, kdyz spolu s ni se
zavddi néco nového, kdyz viilbec do hloubky vnima jak fyziku, tak i
matematiku, kdyZ uZiva pravé ty metody, které jsou pro dany pripad
nutné.

Zkousi-li bezmyslenkovité aplikovat matematicky apardt a snaZzi-li
se kompenzovat nedostatek pochopeni podstaty véci matematickymi
formulemi, pak ma stejné malou pravdépodobnost, Ze se dobere
vysledku, jako md dité zacinajici mluvit, Ze napise bdsen."

AN. Krylov
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Permutace, determinanty a jejich uziti

Poradi prvki
Bud’ n ptirozené ¢islo. Pofadim prvka 1,2,....,n rozumime kazdou uspofadanou n-tici

(i1 ,iz,...,in) prvka 1,2,....,n, kde se kazdy z prvka 1,2,....,n vyskytuje pravé jednou.

Inverze v poradi

Inverzi v potadi (i,,,....,i, ) rozumime kazdou dvojici &isel i,,i, takovou , 7e r < s a zaroveii

i, > (tj. vétsi ¢islo se v potadi vyskytuje pied mensim Cislem).

Permutace
Permutaci 7 mnoziny {1,2,...,n} rozumime kazdou bijekci mnoziny {1,2,...,n}.
Permutaci 7 zapisujeme pomoci matice typu (2,7) tvaru

( i yiy s, j
Jisdaedy)

ve které prvni fadek nazyvame potadim vzort, druhy fadek potfadim obrazl a pro kazdé
X € {1,2,...,n}je (i) = j.. Mnozinu vSech permutaci mnoZiny {1,2,...,n} znac¢ime S, .
Inverzni zobrazeni 7' k permutaci 7 nazyvame inverzni permutaci k permutaci 7 . Rikame,
ze permutace je v zékladnim tvaru, jestlize potadi vzoru je (1,2,..., n)

Inverzni permutace
Inverzni permutaci vytvoiime vyménou fadku.

Znaménko permutace 7
Znaménkem permutace 7 rozumime celé Cislo (— l)k“" , kde & je pocet vSech inverzi v potfadi

vzoru a m pocet vech inverzi v pofadi obrazi. Znaménko permutace 7 znac¢ime sign 7z . Je-li
sign 7 =1 fekneme, ze permutace 7 je suda, pokud sign 7 =—1 je permutace 7 licha.

Priklad 16.

3,4,1,2
Ur¢eme znaménko permutace .

1,4,3,2

MiiZzeme postupovat dvéma zpusoby. Bud’ ur¢ime pocet inverzi v potadi vzort a v potadi
obrazi (2), nebo nejprve zapiSeme permutaci v zakladnim tvaru (b). Tedy
a) inverze v pofadi vzori: (3,4,1,2) 2+2+0+0=4

inverze v poradi obrazti (1,4,3,2) 0+2+1+0=3

Znaménko permutace je (—1)* =—1
12,34
3214

Vv poradi obrazli 2+1+0+0 =3, proto znaménko permutace je (— 1)3 =-1.

b) permutace zapsana v zakladnim tvaru je ( j . Inverzi v potadi vzori je tedy 0 a

15
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Determinant matice A
Bud 4= (aij )étvercové matice N-tého fadu nad télesem 7 . Determinantem matice 4

rozumime prvek (Cislo) det 4 z télesa T, pro ktery plati:

1, 2,....n
det 4= Zsign ( J Ay, Ay, oy

o S15855ms S,
Jsou-li a,,a,,...,a, fadkové (resp. sloupcové) vektory matice 4, piSeme misto det 4 téz
det(a,,d,,.a,).
Jinak definovano: Determinantem n-tého stupné matice

A11,A155.0,44,

ay1,055,0.,05,

nazyvame Cislo
det 4= Z(_ l)r A1 Qoo Dy s

kde se s¢ita pres vSechny permutace (k1 ,kz,...,kn) ¢isel 1,2,...,n a kde r udava pocet inverzi

v permutaci (k,,k, ...k, ).

e Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvku na diagonale.

e VVznikne-li matice B ze ¢tvercové matice 4 n-tého fadu vyménou dvou fadkd, resp. sloupcd,

potom det B =—det 4.
e Plati det A = det A"
e Véta o souctu determinanti:
det (‘_11 slysen @i d; +by5a,,,0a, ) = det (‘_11 s Biseens Ay )"’ det (Ql sesDysennat, )
e V¢ta o vytykani konstanty ze fadku:
det (a,,dy000,,,0a,,d, 00, ) = - det (@),05.44, 1,0,,0,,50,0,)
e Bud' 4 c¢tvercova matice stupné n . Jestlize matice B vznikne z matice 4 vynasobenim
libovolného tadku prvkem ¢ € T, pak det B=c-det 4.
e Véta o soucinu dvou determinantii
det (4B)=det 4-det B
¢ Hodnota determinantu se nezméni, jestlize k danému fadku, resp. sloupci pficteme
libovolnou linearni kombinaci ostatnich fadki, resp. sloupct.
¢ Determinant regularni (singularni) matice je vzdy rizny od nuly (roven nule).

16
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Priiklad 17.
Spoctéme determinant patého stupné
21 -1 2 -1
-4 3 2 -1 1
35 -2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
21 -1 2 -1 010 00
-10 5 -7 4
-4 3 2 -1 1| |-10 3 5 -7 4
! 2 | -7 3 -9 3|1
35 -2 1-=-2|4 -753 -9 3|=— =
-2 1 -1 1
2 2 -1 3 -1 -2 2 1 -1 1
-5 5 -3 5
-12 3 1 3 -5 2 5 -3 5
-2 1 -3 4
-2 1 -3
-1 0 -6 3 -1 -6
= = -1 0 —-6|=- =-28
0 0 01 5 2
50 2
50 25

1. elementarni transformace sloupcti matice
2. (Laplecetv) rozvoj podle prvniho fadku
Minor (subdeterminant)
Minorem (subdeterminantem) M z Ctvercové matice 4 piisluSnym prvku a, rozumime

determinant matice, ktera vznikne z matice 4 vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Bud 4= (a U) matice typu (m, n) Kazdou matici B, kterd vznikne z 4 vynechanim nékterych
(libovolnych) fadkt a nékterych sloupcii, nazyvame dil¢i matici matice 4. Determinant kazdé
¢tvercové diléi matice nazyvame subdeterminantem matice 4 .Je-li 4 ¢tvercova matice stupné
n, pak vynechanim libovolnych & tadkl, k£ <n, a libovolnych & sloupcl z matice 4
dostaneme dil¢i ¢tvercovou matici stupné n —k . Determinant kazdé takové dil¢i matice
nazyvame subdeterminantem matice A stupné n—k . Subdeterminant stupné n—1 vznikly
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce ozna¢ime M ;. Prvek 4, = (1)~ M ; nazyvame

algebraickym doplitkem prvku a,, .

Cramerovo pravidlo
Je-li matice 4 regularni, pak rozsifena matice ma pravé jedno feseni, jez se vypocita
det 4,
X, = :
det 4
kde matice 4,vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce pravymi stranami.

17
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Piiklad 18.
Pomoci Cramerova pravidla

tavu

+2x,

feSme sous

v

+X,

2x,

+3x, —x; +2x,

4x,

8x,

+3x, —-2x; +2x,

3x,

-1

2 2
4 3

-1 2
-3 4

-2

det 4

-3

0

8 5

2

33

-1
-1
-3
-1

4 2
6 3

1

2

-1

4 2

~ (1))

2
4
0

-1 0
-3

-2
—4

6 3 2
12 5 4

125

0

2 0 0

-2

6 3

4

-3

8 12

det 4, =

0

-2

2 2 -1
4 3 -1

3
8 5 12 4

-3 12

8 5
-2

det 4, =

det 4, =

6

3 3

6

3

Zkouska:

P3
-
o
S-S
P__S__
[ N
o
g = N
AP B
46__/mV
n 1 e
o AT
IS
:rO:er
A__w__ L
~~
== 77
__((
<
(2
For A A
T =TT
oL
(_\ N AN
I
N N o
+ + + +
- o
AN <t 0o on
T TR
- N o <
NS NN
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Vektorovy prostor

Vektorovy prostor
Necht' T je téleso, V' mnozina. Uspofadanou trojici (V - ), kde + je vnitini operace na V
(tj. zobrazeni V' xV — V'), - vné&jSioperace na ¥ nad T (tj. zobrazeni 7'xV — V'), nazveme
vektorovym prostorem nad télesem 7', jestlize:
2 (V,+) je komutativni grupa,
b vngj$i operace - spliiuje tyto podminky:
VaeTVa,beV :ala+b)=aa+ab,

Va,feTVaeV : (a+pf)a=aa+ f.a,

Va,feTVaeV  (a.f)a=a.(f.a),
VaeV :1.a=a (1jejednotkovy prvek z T)

Ve vektorovém prostoru V(T') plati:
8VaeV:0-a=0 (0 jenulovy skalar)
bYgeT:a-0=0
Ca-a=0=(a@=0va=0)
g VaeV:—a:(—l)‘a
* Nejjednodussim piikladem vektorového prostoru je tzv. trivialni nebo nulovy vektorovy
prostor {O}, skladajici se pouze z nulového vektoru.

Piiklad 19.  Priklady vektorovych prostori
1. T¢leso T spolu s operacemi s¢itani a nasobeni definovanymina 7' je vektorovy prostor
nad 7.
Specialné téleso realnych Cisel je vektorovy prostor nad R (redlny vektorovy prostor)
3. Mnozina P vSech kladnych realnych ¢isel spolu s operacemi o a e, kde

uov=uv, reu=u, u,veP,reR,jerealny vektorovy prostor
4. Na mnoziné 7" vSech uspoifadanych n-tic prvka z T definujeme operace

(al sy s A, )+ (b1 by, ) = (a1 +b,,a,+b,,...,a, +b, )

r (a1 ,a, ,...,an): (ral ,ra, ,...,ran)

N

Mnozina T" je pak vektorovym prostorem nad 7, ktery nazyvame aritmetickym
vektorovym prostorem nad 7 .
Vektorovy podprostor
Necht’ W je neprazdna podmnozina vektorového prostoru (V,+,~ ) Uspotadanou trojici
(W,+,' ) nazveme (vektorovym) podprostorem prostoru V(T ) , jestlize plati:
qYabeW:a+beW
bYYaeTVYaeW: a-aeW

Prinik libovolného neprazdného systému podprostorti vektorového prostoru V je opét
podprostorem prostoru ¥ .
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Linearni obal
Def.l Necht a,,a,,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V(7") . Mnozinu
M = {alal +a,a, +...ta,a,;0,,0,,..,a, € T}
nazyvame podprostorem (linearnim obalem) generovanym vektory a,,4,,...,a, a zna¢ime
la,,a,,....a,]. O mnozing {a,,a,....,a,} fikime, Ze generuje mnozinu M nebo Ze je to mnoZina
generatort podprostoru M.

Def.l1l Bud M podmnozina vektorového prostoru ¥ . Prinik vSech podprostori prostoru V',
obsahujicich mnozinu M , nazyvame linearnim obalem mnoziny M a zna¢ime [M ]

* Bud M podmnozina vektorového prostoru V. Pak plati:
Bje-li M =0, je [M]=0

Yje-li M =0, pak [M] je mnozina viech linearnich kombinaci Zrig ., kde
i=1

u,eM,i=12,.,n.
Upravy generitori
Necht a,,a,,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V,(T), M =[a,,a,.....a,].

Provedeme-li na skupinu vektort a,,a,,..., a, nékterou z nasledujicich zmén, dostaneme

novou skupinu vektort, kterd generuje stejny podprostor M :
& zména poradi vektori,
® hahrazeni libovolného vektoru z M jeho a-nasobkem, kde ¢ e T, # 0,
€ nahrazeni libovolného vektoru z M jeho soudtem s linearni kombinaci ostatnich

vektoru z M ,
d vynechani vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich vektort,
€ piidani vektoru, ktery je linearni kombinaci vektorti z M .
Steinitzova véta
Necht vektory a,,a,,...,a, generuji vektorovy prostor V(T ) Necht vektory b,,b,,....,b, Z
V(T) jsou linedrné nezavislé. Pak plati:
8 k<n
Y existuje n—k vektort a, z {a,,a,,...,a, }, které spolu s vektory b,,b, ....,b, generuji
v(T).
Konecnérozmérny vektorovy prostor
Jestlize existuji vektory a,,a,,...,a, € V(T') takové, ze V(T) = [al,az,...,an ], je tento prostor
kone¢nérozmérny.
Baze
Necht’ V' (T') je kone€nérozmérny prostor. PodmnoZinu {al 72 } c V(T) nazveme bazi
vektorového prostoru V(T), jestlize plati:
%a,,a,,..,a, jsou linedrné nezavislé,
b [al,az,...,an]: V(T), tj. generuji V(T
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Dimenze

Necht’ V(T) je konecnérozmérny vektorovy prostor. Dimenzi nenulového prostoru V' (T)
nazyvame pocet prvki nékteré jeho baze. Dimenze nulového vektorového prostoru je 0.
Dimenze nekone¢nérozmérného vektorového prostoru je . Dimenzi vektorového prostoru
V(T)znac¢ime dimV(T).

Souradnice vektoru vzhledem k bazi
Oznaéme B skupinu vektord {a,,a,....,a,} v tomto potadi a necht’ B je baze vektorového
prostoru V(T'), a € V(T) . Usporadanou n-tici skalart (al s Oy ey O, )takovou, ze plati

a=aqa, +a,a,+...+a,a,,

nazyvame soufadnicemi vektoru a vzhledem k bazi B . PiSeme

ag = (al,az,...,an)

Soucet podprostori
& Necht U, W jsou podprostory vektorového prostoru V(T ) Podprostor U + W nazyvame
linearnim sou¢tem podprostora U, W .
®Necht U NW = {O} Potom linearni soucet U + W nazyvame direktnim souctem
podprostortt U, W a piSeme U W .
o Necht U=|a,,a,,...,a,],W =[b,,b,,...,b, ] jsou podprostory vektorového prostoru ¥(T).
Pak plati: U +W =[a,,a,....,a,,b,,b,,....b, |
e Necht U, W jsou podprostory kone¢nérozmérného vektorového prostoru V(T )
Pak plati: dim U +dim W = dim (U + W )+ dim (U W)
Piiklad 20.
Rozhodnéme, zda mnozina W tvofi podprostor vektorového prostoru 7, (R)

w={(x,y.1) eV, (R)}

Musime ovéfit podminky vektorového podprostoru.
(0,00)eW =W =0
(xl’yl’l )+(x1,y1,1 ):(xl X5, 1 "')’252)eE w
a(x,yl)=(ax,ay,a)eW

tedy W netvoii podprostor vektorového prostoru ¥, (R)
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Piiklad 21.
Urc¢eme bazi a dimenzi vektorového prostoru generovaného vektory
u, =(2,0,13-1),u, =(1,1,0,~1,1), u, =(0,-2,1,5,-3), u, =(1,-3,2,9,-5)

z aritmetického vektorového prostoru R”.

Nejprve zjistime, zda vektory u,,u,,u,,u, nejsou linedrné nezavislé, tj. zda netvoti bazi

daného vektorového prostoru. Resime tedy rovnici ¢, u, +c,u, +c;u, +c,u, =0, kterou Ize

piepsat na soustavu

2¢, +c, +c, = 0

c, —2c¢; -3¢, =0

c, +c; +2¢, = 0

3¢, —¢, +5¢; 49, = 0

-¢, +c¢, —3¢; =5¢, =0

Uzitim Gaussovy eliminacni metody zjistime, Ze tato soustava je ekvivalentni se soustavou

-c¢, +c¢, —3¢; =5, = 0

c, —2¢; -3¢, =0

ktera ma ziejme nekone¢né mnoho feseni zavislych na 2 parametrech.
Mnozinu vSech feSeni soustavy lze zapsat napt. ve tvaru

{(—03 —2c,,2¢c, +3c4,c3,c4);c3,c4 € R}.
To znamena, Ze napf. pro ¢, =c, =1 je (— 3,5,1,1) jednim z feSeni soustavy, takze
—3u, +5u, +u, +u, =0.Vektory u, ,u,,u,,u, jsoutedy linearn¢ zavisl¢ a bazi dané¢ho
vektorového prostoru netvori. Podobn¢ i vektory u,,u,,u, jsou linearn€ zavislé, nebot’
—2u, +3u, +u, =0. Vektory u,,u, jsou jiz linearn¢ nezavislé, protoze k,u, +k,u, =0
prave tehdy, kdyz k, =k, =0.
Mnozina B ={u,,u, }={(2,0,1,3,-1),(1,1,0,~1,1)}je tedy bazi daného vektorového prostoru a
jeho dimenze je rovna 2.

Jinou bazi téhoz vektorového prostoru urc¢ime jednodussim zptisobem tpravou matice

w) (2 0 1 3 -1 1 10 -1 1
IR 70 R IR S B 0 -2 1 5 -3
“lu, 0o -21 5 -3/ ]0-21 5 -3/
u, 1 -3 2 9 -5 0 -4 2 10 -6
1 10 -1 1 \
~ =4
0 -2 1 5 -3~

Radky matice 4" jsou linearné nezavislé vektory, které tvoti bazi daného vektorového
prostoru.
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Euklidovské vektorové prostory

Euklidovsky vektorovy prostor
Vektorovy prostor (E,+,- ) nad R nazyvame euklidovskym vektorovym prostorem, jestlize
existuje zobrazeni g : Ex E — R takové, ze pro libovolné vektory a,b,c € E a libovolné
realné Cislo « plati:
* gla.b)=g(b,a)
b g(a+b, c): g a,c)+ g(b, c)
€ g(a a, c) =a g(a, c)
d g(a,a)z 0, g(a,a)z 0<=a=0
Zobrazeni g nazyvame skalarnim soucinem.

Umluva: Euklidovsky vektorovy prostor (E,+,- ) se skalarnim soucinem g budeme v dalsim
textu znadit (E, g).

V euklidovském vektorovém prostoru (E , g) plati:
* el = [l

] 20: Ja =0 a=0

¢ |g(a,b) <|a |5 (Schwartzova nerovnost)

¢ la+b| <] |p| (trojahelnikova nerovnost)

Velikost vektori a jimi sevifeného uhlu
Necht’ (E , g) je euklidovsky vektorovy prostor, a,b € E'.
Délkou (velikosti, normou) vektoru a nazyvame realné ¢islo
la = g(a, a).
Velikost p whlu mezi vektory a,b definujeme takto:
gla,b)
o] ]
cos p=0 pro a=0 nebo 5=0.
JestliZe plati cos p =0, nazyvame vektory a,b kolmymi (ortogondlnimi) a piSeme a L b.

pro a¢0,b¢0,pe<0,ﬂ'>

cos p =

Ortogonalni doplnék
Necht’ (E , g) je euklidovsky vektorovy prostor, M podmnozina E . Ortogonalnim doplikem
mnoziny M nazyvame mnoZinu
M*={acE;VYbeM:a b}
Vektory ortogonalni a ortonormalni
Necht a,,a,,...,a, jsou vektory z euklidovského vektorového prostoru (E, g).
Vektory a,,a,,...,a, nazyvame ortogondlnimi, jestlize a, L a; pro viechna i # j. Vektory

a,,a,,...,a, nazyvame ortonormalni, jestlize jsou navzajem ortogonalni a || a, || =1, 1<i<k.
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Ortogonalni (ortonormalni) baze

Necht (E, g) je n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor, B=1{a,,a, ...,a, }jeho baze. Jsou-

li vektory a,,a,,...,a,navzajem ortogonalni, resp. ortonormalni, nazyvame B ortogonalni,
resp. ortonormalni bazi.

Piiklad 22.
Necht' V' je podprostor aritmetického vektorového prostoru R* se skalarnim sou¢inem takovy,

7e
r=[{(213).(4.2.0)]].
Uréeme: @ ortogonalni bazi ve V', kterd neni ortonormalni
2 ortogonalni dopln&k ¥+ v prostoru R®
€ ortonormalni bazi ve V'
4 ortonormalni bazi ve V'* .

& vektory u, = (2,1,3) au,= (4,2,0), které generuji vektorovy prostor V', jsou ziejmée linedrné
nezavislé, takZe mnozina {gl,g 2} je bazi tohoto podprostoru. Tato baze vSak neni ortogondlni,
nebot’ u, -u, =2.4+1.2+3.0=10= 0. Abychom dostali ortogonalni bazi, nahradime napf-.
vektor u, vektorem we V' takovym, Ze u,-w=0.

ProtoZze we V', musi existovat Cisla a,,a, € R takova, Ze w=a,u, +a,u,.
Plati tedy u, '(alyl +a2y2)= 0, takze arl.(g1 ~g1)+ az.(gl -gz): 0.

K urceni vektoru w staci najit libovolné nenulové feseni této rovnice .
Proto zvolime napt. a, =1.

(%1 '22)

Potom a, = — -(2.1,3)-(4.2,0) _ 5

; po dosazeni q, = =

U, -u, 2.13)-(213) 7
5 18 9 15
Hledany vektor w=—=>(2,13)+(4,2,0)=| —,2,-—|.
edany vektor w 7(,,)+(,,) (7,7, 7)

Mnozina B = {gl,v_v} = {(2,1,3),(§,%,—175)} je tedy ortogonalni bazi prostoru V', kterd neni

ortonormalni, nebot’ napt. u, -u, =14 #1. Jinou ortogonalni bazi prostoru V', ktera neni
ortonormalni je mnozina B'={(2,1,3),(6,3,-5)}.

2 Ortogonélnim doplitkem V'* podprostoru ¥ v prostoru R*, je mnozina viech vektorti z R’
ortogonalnich na vektory u,,u, .

Tedy V* ={u=(u,uy,u,)e R;u-(213)=0Au-(4,2,0)=0 |.

Pro kazdy vektor u € V" tedy musi platit
2u, +u, +3u; =0
du, +2u, =0
Tato soustava ma nekone¢né mnoho feSeni zavislych na jednom parametru. MnoZinu feseni 1ze
zapsat napiiklad ve tvaru
{ (u1 ,—2u, ,O),u1 eR }
Tedy V* = {g eRu= (ul,—2u2,()) }
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€ Ortonormalni bazi vektorového prostoru ¥ ziskime napf. z baze
B'={u,,w }={2.1,3),(6,3,-5)}, kter je pouze ortogonalni tak, Ze z vektord u,,w' vytvoiime
vektory jednotkové:

U, 1 1
==y =—-(213
“ 14(”)

Z1
| Ju, u,

wo_ 1
w| Jw =70

MnoZina {i . (2,1,3),% . (6,3,—5)} je tedy ortonormalni bazi vektorového prostoru V' .

-(6,3,-5)

4 \/zhledem k tomu, Ze dimenze vektorového prostoru R’ je rovna 3 a dimenze jejiho
podprostoru ¥ je rovna 2, musi byt dimenze podprostoru ¥ rovna 3—2 =1. To znamen4, Ze
libovolny nenulovy vektor z ¥+ tvoii bazi V'* . Uvazujme napt. bazi {( 1,-2,0 )}. Tato baze
ziejme neni ortonormalni, nebot’ (1,—2,0)~ (1,—2,0) =5=1. Ortonormalni bazi bude tvorit
jednotkovy vektor z V', tedy vektor

1 ]
J0,-2,0)-(1,2,0) (1.-2.0)- ( T 5 Oj

Ortonormélni bazi prostoru V" je tedy mnozma( L _2 J

J5° f

Pamatujme:

.I kdyby byl nasim (délem dlouhy Zivot, bylo by nutné Setrné si
rozdélit Cas, aby stalil na nezbytné zdlezZitosti. Jaké Silenstvi uéit se
zbytecnosti v tak velké ¢asové tisni, v niz jsme."

Seneca
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Linearni zobrazeni, isomorfismus vektorovych prostori

Linearni zobrazeni
Necht V(T), V'(T) jsou vektorové prostory nad tymz télesem T . Zobrazeni p:V — V"' se
nazyva linearni zobrazeni, jestlize pro libovolné a,beV,a T plati:
2 pla+b)= pla)+ p(b) (zobrazeni se nazyva aditivni)
b p(a c_z) =a p(c_z) (zobrazeni je homogenni)
* Obraz linearni kombinace vektoru z J je roven linearni kombinaci jejich obrazl se
stejnymi koeficienty.
Jadro a obraz zobrazeni p
Necht p:V(T')— V'(T) je linearni zobrazeni. Mnozina ker p = {a eV;pla)= 0} se nazyva

j&dro zobrazeni p, mnozina Im p = {b eV'idaelV: p(a) = b} se nazyva obraz zobrazeni p .

* ker p je podprostor prostoru V(T'), Im p je podprostor prostoru V'(T').

* Necht’ p: V(T ) a2 (T ) je linearni zobrazeni a V' je kone¢n¢ rozmérny prostor. Pak plati:
dim(ker p)+dim(Im p)=dim

* Necht’ p: V(T ) a2 (T ) je linearni zobrazeni a V' je kone¢n¢ rozmérny prostor. Pak jsou

nasledujici podminky ekvivalentni:
a) p je prosté b) ker p = {0} ¢) dim (Im p) =dim V'

Takto linedrni algebra rozhodné nekonci, konci jen ma prdce.
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